
Prava i ravan
Matematika 1 - lekcija 4

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

1. Da li jednaqine (a) x−1
−4 = y−2

−6 = z
2 , (b)

x+1
2 = y+1

3 = 1− z i (v) (x, y, z) = (3, 5,−1) + t(−2,−3, 1)
(t ∈ R) opisuju istu pravu?

Rexeǌe. Da. Vektori pravca pravih (a), (b) i (v) su redom (−4,−6, 2), (2, 3,−1) i (−2,−3, 1),
dakle kolinearni su, a osim toga, sve “tri” prave prolaze kroz istu taqku (1, 2, 0) (u (v) se
ona dobija za t = 1).

2. Izraqunati ugao izme�u ravni α(x+ y = 3) i β(x+ z = 5).

Rexeǌe. Normale ravni α i β su redom n⃗α = (1, 1, 0) i n⃗β = (1, 0, 1). Ugao izme�u ravni α i β je
jednak uglu φ izme�u ǌihovih normala, a znamo da je cos(n⃗α, n⃗β) =

n⃗α·n⃗β

|n⃗α|·|n⃗β | =
1
2 , pa je φ = 60◦.

3. Izraqunati ugao izme�u prave p(x− 3 = y = 2−z
5 ) i ravni π(x+ y + z = 2).

Rexeǌe. Normala ravni π je vektor n⃗ = (1, 1, 1), a vektor pravca prave p je p⃗ = (1, 1,−5). Ugao
φ izme�u p i π je jednak |90◦ − ^(n⃗, p⃗)|, pa je sinφ = | cos^(n⃗, p⃗)| = |n⃗·p⃗|

|n⃗|·|p⃗| =
1
3 , tj. φ = arcsin 1

3 .

4. Na�i jednaqinu ravni koja sadr�i taqke A(1, 2, 0), B(0, 1, 3) i C(3,−1, 4).

Rexeǌe. Normala n⃗ tra�ene ravni π normalna je na vektore
−−→
AB = (−1,−1, 3) i

−→
AC = (2,−3, 4),

dakle n⃗ je kolinearno sa vektorom
−−→
AB×

−→
AC = (5, 10, 5) = 5(1, 2, 1), pa mo�emo uzeti n⃗ = (1, 2, 1).

Prema tome, jednaqina ravni π ima oblik 1 · x + 2 · y + 1 · z = d, pri qemu iz A ∈ π sledi
d = 1 · 1 + 2 · 2 + 1 · 0 = 5. Odgovor je x+ 2y + z = 5.

5. Date su taqke A(2, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 3), D(0, 0, 0) i E(1, 2, 1). Ako je ravan π odre�ena
taqkama A,B i C, a prava p taqkama D i E, odrediti ugao izme�u p i π.

Rexeǌe. Normala na ravan π je n⃗π =
−−→
AB ×

−→
AC = (−2, 1, 0)× (−2, 0, 3) = (3, 6, 2), a vektor pravca

prave p je p⃗ =
−−→
DE = (1, 2, 1). Dobijamo sin^(p, π) = | cos^(n⃗π, p⃗)| = |(3,6,2)·(1,2,1)|√

32+62+22·12+22+12
= 17

7
√
6
, tj.

^(p, π) = arcsin 17
7
√
6
.

6. Odrediti taqku preseka prave p(x−1
2 = −y = 2z + 1) i ravni π(x+ y + z = 3).

Rexeǌe. Ako oznaqimo t = x−1
2 = −y = 2z + 1, dobijamo x = 2t + 1, y = −t, z = t−1

2 . Taqka
M = (2t+1,−t, t−1

2 ) pripada ravni π ako je (2t+1)+(−t)+ t−1
2 = 3, xto daje t = 5

3 i M( 133 ,−5
3 ,

1
3 ).

7. Izraqunati rastojaǌe od taqke A(2, 1,−1) do prave p(x−2
3 = −y, z = 1).

Rexeǌe. Za t = x−2
3 = −y, prava p se mo�e zapisati parametarski kao P (x, y, z) = (2+3t,−t, 1) =

(2, 0, 1) + tp⃗, gde je p⃗ = (3,−1, 0) vektor pravca. Na�imo taqku P ∈ p za koju je AP ⊥ p⃗: imamo
−→
AP = (3t,−t−1, 2) i

−→
AP ·p⃗ = 3·3t+(−1)(−t−1)+0·2 = 10t+1 = 0, pa je t = − 1

0 i
−→
AP = (− 3

10 ,−
9
10 , 2).

Tada je |AP | = 7√
10

i to je tra�eno rastojaǌe.

8. Date su prava p(x = 1 − y = 1−z
2 ) i taqka A(−1, 4, 3). Odrediti pravu koja sadr�i taqku A i

normalna je na p.

Rexeǌe. Uzmimo taqku B(0, 1, 1) ∈ p. Vektor pravca prave p je p⃗ = (1,−1,−2). Projekcija

vektora
−−→
BA na p je

−−→
BA′ =

−−→
BA·p⃗
|p⃗2| p⃗ = (−1,3,2)·(1,−1,−2)

6 p⃗ = (−4
3 ,

4
3 ,

8
3 ), pa dobijamo A′ = (−4

3 ,
7
3 ,

11
3 ).

Tra�ena prava je AA′ : (−1, 4, 3) + t(1, 5, 2).



9. Napisati jednaqinu ravni koja prolazi kroz taqku A(2, 0,−1) i normalna je na ravni α(2x−
y − 3 = 0) i β(x+ y − z + 1 = 0).

Rexeǌe. Vektor normale n⃗ tra�ene ravni je normalan na vektore normala ravni α i β, tj.
na vektore n⃗α = (2,−1, 0) i n⃗β = (1, 1,−1), dakle n⃗ = n⃗α × n⃗β = (1, 2, 3). Prema tome, jednaqina
tra�ene ravni je oblika x + 2y + 3z = d, pa iz pripadnosti taqke A toj ravni dobijamo
d = 1 · 2 + 2 · 0 + 3 · (−1) = −1.

10. Odrediti jednaqinu ravni π koja sadr�i taqku A(0, 0,−1) i pravu p(x−1
2 = y+1

3 = z
1 ), a zatim

odrediti rastojaǌe taqke B(3, 1, 1) od ravni π.

Rexeǌe. Taqke prave p mo�emo zapisati i u obliku P + tp⃗ (t ∈ R), gde je P = (1,−1, 0) i
p⃗ = (2, 3, 1) vektor pravca. Vektor normale n⃗ ravni π je n⃗ =

−→
AC × p⃗ = (−4, 1, 5). Kako A =

(0, 0,−1) ∈ π, odavde dobijamo jednaqinu π: −4x + y + 5(z + 1) = 0, tj. −4x + y + 5z + 5 = 0.
Rastojaǌe taqke B = (3, 1, 1) od π je |−4·3+1·1+5·1+5√

(−4)2+12+52
= 1√

42
.

11. Prava q i ravan ρ su date jednaqinama q(2x − 1 = 3y + 1, z = 0) i ρ(3x − y + z = 1). Na�i
ortogonalnu projekciju prave q na ravan ρ.

Rexeǌe. Taqke na q su date sa (x, y, z) = ( 12 + t
2 ,−

1
3 + t

3 , 0). Presek q ∩ ρ se javǉa za t koje
zadovoǉava 3x− y + z = 3

2 + 3
2 t+

1
3 − 1

3 t+ 0 = 1, tj. t = − 5
7 i A = ( 17 ,−

4
7 , 0). Uzmimo B(1, 0, 0) ∈ q

i na�imo ǌenu projekciju B′ na ρ. Va�i
−−→
BB′ = tn⃗ρ = t(3,−1, 1), dakle B′ = (1 + 3t,−t, t). Iz

B′ ∈ ρ sledi 3x− y + z = 3 + 9t+ 2t = 1, znaqi t = − 2
11 i B′( 5

11 ,
2
11 ,−

2
11 ). Projekcija prave p na

ρ je prava AB′: ( 17 ,−
4
7 , 0) + t(12, 29,−7).

12. Kroz taqku A(−1,−1, 3) postaviti pravu koja seqe pravu p(x2 = y+2
−1 = z−3

1 ) pod uglom od 30◦.

Rexeǌe. Na�imo prvo normalu n iz A na pravu p = (0,−2, 3) + t(2,−1, 1). Ravan π kroz A
normalna na p je 2x − y + z = 2(−1) − (−1) + 3 = 2, a presek π ∩ p je taqka P oblika (x, y, z) =
(2t,−t−2, t+3) za koju je 2·2t−(−t−2)+(t+3) = 6t+5 = 2, dakle t = −1

2 i P = (−1,−3
2 ,

5
2 ). Prava n

je odre�ena taqkama A i P . Tra�ena prava q seqe p u taqki Q takvoj da je PA
PQ = tg30◦ = 1

3

√
3,

a PA = 1
2 |(0, 1, 1)| =

1
2

√
2, dakle Q = P + t(2,−1, 1) i PQ = 1

2

√
6, odakle nalazimo t = ± 1

2 i
Q = Q1 = (0,−2, 3) ili Q = Q2 = (−2,−1, 2). Tra�ene prave su q1 = AQ1 = (−1,−1, 3)+s(1,−1, 0)
i q2 = AQ2 = (−1,−1, 3) + s(1, 0, 1).

13. Odrediti pravu koja seqe prave a(x−1
2 = y = z) i b(x = y = 1−z

2 ) i normalna je na obe.

Rexeǌe. Jednaqine pravih a i b mo�emo napisati kao a = (1 + 2t, t, t) = (1, 0, 0) + t⃗a i b =

(s, s, 1 − 2s) = (0, 0, 1) + s⃗b, gde je a⃗ = (2, 1, 1) i b⃗ = (1, 1,−2). Oznaqimo tra�enu pravu sa p, a
ǌen vektor pravca sa p⃗. Kako je p⃗ ⊥ a⃗ i p⃗ ⊥ b⃗, imamo p⃗ = a⃗× b⃗ = (−3, 5, 1).

Sada posmatrajmo ravan π koja sadr�i prave a i p. Taqku M = b ∩ p �emo dobiti kao taqku
preseka b i π. Vektor n⃗ normale na ravan π je a⃗× p⃗ = (2, 1, 1)× (−3, 5, 1) = (−4,−5, 13). Prema
tome, jednaqina ravni π je oblika −4x − 5y + 13z = D. Kako taqka A = (1, 0, 0) le�i na a, a
samim tim i na π, odavde dobijamo D = −4 · 1− 5 · 0 + 13 · 0 = −4, dakle π(−4x− 5y+ 13z = −4).

Kako je M = b∩ π = (s, s, 1− 2s) za neko s, ubacivaǌem u jednaqinu π dobijamo −4 = −4s− 5s+
13(1−2s) = −35s+13, odakle je s = 17

35 i M( 1735 ,
17
35 ,

1
35 ). Najzad, p = M+tp⃗ = ( 1735 ,

17
35 ,

1
35 )+t(−3, 5, 1),

t ∈ R.

14. Na�i ravan paralelnu pravim p(x−2
3 = y−4

1 = z+1
−1 ) i q(x+3

1 = y−1
−2 = z+4

0 ) i jednako udaǉenu od
ǌih.

Rexeǌe. Prave mo�emo zapisati u parametarskom obliku: p : (x, y, z) = (2, 4,−1) + t(3, 1,−1) i
q : (x, y, z) = (−3, 1,−4) + t(1,−2, 0). Za t = 0 i t = 1 dobijamo taqke P1(2, 4,−1) i P2(5, 5,−2) na
p i taqke Q1(−3, 1,−4) i Q2(−2,−1,−4) na q. Tra�ena ravan ρ prolazi kroz sredixta du�i
P1Q1, P1Q2 i P2Q1, a to su redom taqke A(− 1

2 ,
5
2 ,−

5
2 ), B(0, 3

2 ,−
5
2 ) i C(1, 3,−3).

Normala n⃗ ravni ρ je kolinearna sa
−−→
AB × −→

AC = ( 12 ,−1, 0) × ( 32 ,
1
2 ,−

1
2 ) = 1

4 (2, 1, 7), pa ρ ima
jednaqinu oblika 2x + y + 7z = d. Najzad, uvrx�ivaǌem taqke C u ovu jednaqinu nalazimo
d = −16, pa je odgovor 2x+ y + 7z + 16 = 0.



15. Odrediti pravu koja prolazi kroz taqku A(1, 0,−1) i seqe prave p(x−2
2 = y−1

3 = z+2
1 ) i q(x+1

1 =
y+4
−2 = z−3

0 ).

Rexeǌe. Oznaqimo tra�enu pravu sa r. Ona se nalazi u preseku ravni α i β, gde α sadr�i
prave p i r, a β sadr�i prave q i r.

Prave p i q redom prolaze kroz taqke P (2, 1,−2) i Q(−1,−4, 3) i imaju vektore pravca p⃗ =
(2, 3, 1) i q⃗ = (1,−2, 0). Ravan α je odre�ena taqkom A i pravom p. ǋen vektor normale n⃗α

je normalan na vektore
−→
AP = (1, 1,−1) i p⃗, pa je kolinearan sa vektorom

−→
AP × p⃗ = (4,−3, 1).

Sliqno, vektor normale n⃗β ravni β je kolinearan sa
−→
AQ× q⃗ = (−2,−4, 4)× (1,−2, 0) = 4(2, 1, 2).

Mo�emo uzeti n⃗α = (4,−3, 1) i n⃗β = (2, 1, 2).

Vektor pravca prave r je normalan na n⃗α i n⃗β, pa je kolinearan sa vektorom n⃗α × n⃗β =
(−7,−6, 10). Prema tome, prava r je data jednaqinom (x, y, z) = (1, 0,−1) + t(−7,−6, 10), t ∈ R.

16. Date su prave p(x = y
2 = 1−z

3 ), q(y = z
2 = 1−x

3 ), r(z = x
2 = 1−y

3 ) i s(x = y = z). Odrediti pravu
koja seqe sve qetiri prave, ako postoji.

Rexeǌe. Neka je tra�ena prava ℓ i neka ona seqe pravu s u taqki A(a, a, a). Prava p ima
vektor pravca p⃗ = (1, 2,−3) i prolazi kroz taqku P (0, 0, 1). Prava ℓ le�i u ravni π koja
sadr�i taqku A i pravu p, a ǌena normala je n⃗π =

−−→
P1A× p⃗ = (−5a+2, 4a−1, a). Sliqno, pravu

ℓ sadr�e i ravni θ i ρ koje prolaze kroz A i sadr�e redom prave q i r, a ǌihove normale su
n⃗θ = (a,−5a+ 2, 4a− 1) i n⃗ρ = (4a− 1, a,−5a+ 2).

Poxto su sve tri normale n⃗π, n⃗θ i n⃗ρ normalne na pravu s, one su koplanarne, pa je 0 =
[n⃗π, n⃗θ, n⃗ρ] = 7(3a− 1)2. Sledi da je a = 1

3 . Sada nalazimo n⃗π = n⃗θ = n⃗ρ = 1
3 (1, 1, 1), pa se ravni

π, θ i ρ poklapaju i imaju jednaqinu x+ y + z = 1.

Rexeǌe je bilo koja prava koja le�i u ovoj ravni i sadr�i taqku A( 13 ,
1
3 ,

1
3 ): to su sve prave

oblika ℓ : (x, y, z) = ( 13 ,
1
3 ,

1
3 ) + t(b, c, d), gde je b+ c+ d = 1.

Zadaci za ve�bu

17. Odrediti taqku simetriqnu taqki A(1, 0, 3) u odnosu na ravan π(x+ y + z = 1).

18. Na�i jednaqinu preseqne prave dveju ravni π(2x− 3y + z = 1) i ρ(−x+ 2y + 2z = 5).

19. Odrediti ravan koja sadr�i taqku (2,−2, 1) i normalna je na ravni 3x+ y = 5 i 3y + z = 8.

20. Odrediti ravan koja sadr�i taqku A(1, 0, 2) i paralelna je pravim p(x = y = −z) i q(x + 1 =
2y = 3z − 1).

21. Na�i pravu koja prolazi kroz taqku O(0, 0, 0) i seqe prave p(x = y−1
2 = 1− z) i q(x−3

2 = y+1 =
z − 2).

22. Na�i ravan koja sadr�i pravu 2x = y = 1− z i normalna je na ravan x+ 3y − 2z = 3.

23. Na�i ortogonalnu projekciju prave p : (0, 0, 1) + t(−1, 1, 1) na ravan −2x+ y + 3z = 9.

24. Odrediti pravu simetriqnu pravoj x−1
2 = y+2

1 = z
−1 u odnosu na ravan x+ 2y + 3z = 4.

25. Odrediti pravu koja le�i u ravni π(3x−y−z = 1) i seqe pravu p(x+2z = 0, y = 1) pod pravim
uglom.

Rexeǌa

17. (−1,−2, 1).

18. x−1
8 = y−1

5 = 2− z.
Napomena. Ova jednaqina nije jedinstvena. Osim toga, prava se mo�e zadati i parametarski,
npr. kao (1, 1, 2) + t(8, 5,−1).

19. x− 3y + 9z = 5.



20. 5x− 8y − 3z + 1 = 0.

21. x = y−1
4 = z − 1, ili parametarski (0, 1, 1) + t(1, 4, 1).

22. 2x+ z = 1.

23. (2, 0, 3) + t(13, 5,−10), tj. x−2
13 = y

5 = z−3
−10 .

24. (−1, 1, 2) + t(1,−4, 2).

25. ( 47 , 1,−
2
7 ) + t(1, 1, 2).


