
Ispitivaǌe toka funkcije
Matematika 1 - lekcija 7

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

Ako se ne naglasi drugaqije, ispitivaǌe toka funkcije se sastoji od slede�ih taqaka:

1◦ Domen funkcije, tj. ǌena oblast definisanosti;
Nule funkcije;
Znak - intervali na kojima je funkcija pozitivna, odnosno negativna;
Posebna svojstva funkcije: da li je parna, neparna i/ili periodiqna;
Asimptote: vertikalne (moжe ih biti vixe) i kose/horizontalne (najvixe dve);

2◦ Prvi izvod funkcije i ǌegova oblast definisanosti;
Intervali monotonosti, tj. gde je funkcija rastu�a, odnosno opadaju�a;
Taqke lokalnih ekstremuma - minimuma i maksimuma;

3◦ Drugi izvod funkcije i ǌegova oblast definisanosti;
Intervali konveksnosti i konkavnosti funkcije;
Prevojne taqke.

::::::::::::

1. Na�i lokalne i globalne ekstremume funkcije f(x) = x2+1
x2−3x+2 .

Rexeǌe. Izvod funkcije f je f ′(x) = − 3x2−2x−3
(x2−3x+2)2 i jednak je nuli u x = 1±

√
10

3 . Pri tom je

f ′(x) > 0 za x ∈ (1−
√
10

3 , 1+
√
10

3 ) i f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 1−
√
10

3 ) ∪ (1+
√
10

3 ,+∞), pa u x = 1−
√
10

3

imamo lokalni minimum, a u x = 1+
√
10

3 lokalni maksimum. Kako f(x) → +∞ za x → 1− i
f(x) → −∞ za x → 1+, globalni minimum i maksimum su redom −∞ i +∞ i ne dostiжu se.

2. Ispitati monotonost i odrediti lokalne ekstremume funkcije f(x) = 3
√
x (1−√

x).

Rexeǌe. Izvod je f ′(x) = 1
3x

−2/3 − 5
6x

−1/6 i jednak je 0 za x = (25 )
2 = 4

25 . Na (0, 4
25 ) f raste, na

( 4
25 , 1) opada, i u x = 4

25 ima lokalni maksimum.

3. Ispitati tok funkcije f(x) = ln(3x+1
3x−4 ) i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Funkcija je definisana tamo gde je 3x+1
3x−4 > 0, tj. tamo gde su 3x + 1 i 3x − 4 oba

pozitivna ili oba negativna, pa je domen funkcije (−∞,− 1
3 )∪ (43 ,∞). Ako je f(x) = 0, onda je

3x+1
3x−4 = 1 xto nema rexeǌa, dakle funkcija f nema nula. Daǉe, f(x) > 0 ako je 3x+1

3x−4 > 1, tj.
3x+1
3x−4 − 1 = 5

3x−4 > 0, xto vaжi za x > 4
3 ; s druge strane, za x < − 1

3 je f(x) < 0.

Prave x = − 1
3 i x = 4

3 su vertikalne asimptote jer je limx→− 1

3
− f(x) = limz→0 ln z = −∞ i

limx→ 4

3

f(x) = limz→+∞ ln z = ∞. Osim toga, za x → ±∞ vaжi 3x+1
3x−4 = 1, pa je limx→±∞ f(x) =

ln 1 = 0, tj. prava y = 0 je (horizontalna) asimptota za x → ±∞.

Izvod funkcije f je f ′(x) = (ln |3x + 1| − ln |3x − 4|)′ = 3
3x+1 − 3

3x−4 = − 15
(3x+1)(3x−4) . Za sve x u

domenu funkcije je (3x + 1)(3x − 4) > 0, pa je f ′(x) < 0 i funkcija f opada u celom domenu.
Lokalnih ekstremuma nema.

Drugi izvod je f ′′(x) = ( 3
3x+1 − 3

3x−4)
′ = − 9

(3x+1)2 + 9
(3x−4)2 = 9((3x+1)2−(3x−4)2)

(3x+1)2(3x−4)2 = 135(2x−1)
(3x+1)2(3x−4)2 . Za

x < − 1
3 je f ′′(x) < 0 i funkcija je konkavna, a za x > 4

3 je f ′′(x) > 0 i funkcija je konveksna;
nema prevojnih taqaka.

4. Ispitati tok funkcije f(x) =
√

x
x−1 .

Rexeǌe. Funkcija je definisana ako je x
x−1 > 0, dakle domen je D = (−∞, 0] ∪ (1,∞). Jedina

nula funkcija je x = 0; u ostatku domena je f(x) > 0. Funkcija nije parna niti neparna.
Prava x = 1 je vertikalna asimptota, ali prava x = 0 to nije jer je limx→0 f(x) = f(0) = 0.
Tako�e, za x → ±∞ je lim x

x−1 = 1 i lim f(x) = 1, pa je prava y = 1 (horizontalna) asimotota.



Prvi i drugi izvod funkcije su f ′(x) = −1

2
√

x(x−1)3
i f ′′(x) = 4x−1

4
√

x3(x−1)5
. Prvi izvod je defin-

isan i negativan za sve x ∈ D \{0}, pa nema taqaka lokalnog ekstremuma. Za x < 0 je f ′′(x) < 0
i funkcija je konkavna, a za x > 1 je f ′′(x) > 0 je f ′′(x) > 0 i funkcija je konveksna; nema
prevojnih taqaka.

5. Ispitati tok funkcije f(x) = 3

√

|x|3 − 12x.

Rexeǌe. Domen f je ceo skup R, a nule su x ∈ {0,
√
12} (x = −

√
12 nije nula!); f(x) > 0 za x < 0

i x >
√
12, i f(x) < 0 za 0 < x <

√
12.

Vertikalnih asimptota nema; na�imo kose, odnosno horizontalne: za x → +∞, lim f(x)
x = 1

i lim(f(x) − x) = lim( 3
√
x3 − 12x − x) = limy= 1

x→0+(
3

√

1
y3 − 12

y − 1
y ) = limy→0+

3
√

1−12y2−1

y = 0 po

Lopitalovom pravilu, xto nam daje asimptotu y = x; sliqno, za x → −∞, asimptota je
y = −x.

Izvod funkcije f je f ′(x) = (x3sgn(x)−12x)−2/3(x2sgn(x)−4), a drugi izvod f ′′(x) = 8(x3sgn(x)−
12x)−5/3(−x2sgn(x) − 4); izvodi f ′ i f ′′ nisu definisani u x = 0 i x =

√
12. Jedina nula f ′ je

x = 2, a jedina nula f ′′ je x = −2. Vidimo da f opada na (−∞, 2) i raste na (2,∞), i da je f
konveksna na (−∞,−2) i konkavna na (−2, 0) ∪ (0,

√
12) ∪ (

√
12,∞). U x = 2 funkcija f dostiжe

lokalni minimum, a u x = −2 ima prevojnu taqku.

6. Ispitati tok funkcije f(x) = e
1

x2
−1 i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen funkcije f(x) = e
1

x2
−1 je domen eksponenta, tj. (−∞,−1)∪ (−1, 1)∪ (1,∞). Nema

nula i uvek je pozitivna. Za x → ±(1+) ima vertikalne asimptote x = ±1, a za x → ±∞ ima
horizontalnu asimptotu y = 1. Primetimo i da za x → ±(1−) imamo f(x) → 0.

Izvod je f ′(x) = − 2x
(x2−1)2 e

1

x2
−1 , xto je suprotnog znaka od x: f je opadaju�a za 0 < x < 1 i

x > 1, a rastu�a za −1 < x < 0 i x < −1. U taqki x = 0 imamo lokalni maksimum.

Drugi izvod je f ′′(x) = 6x4−2
(x2−1)4 e

1

x2
−1 ; f ′′(x) < 0 i f je konkavna za x ∈ (− 4

√

1
3 ,

4

√

1
3 ), a f ′′(x) > 0 i

f je konveksna van tog intervala. Prevojne taqke su x = ± 4

√

1
3 .

7. Ispitati tok funkcije f(x) = ln(x+1)−1√
x+1

i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen je interval (−1,+∞); jedina nula je x = e − 1; f(x) < 0 za x ∈ (−1, e − 1) i
f(x) > 0 za x ∈ (e − 1,∞); nije parna, neparna ili periodiqna. Ima vertikalnu asimptotu
x = −1 (jer je limx→−1 f(x) = −∞) i horizontalnu asimptotu y = 0 (jer je limx→+∞ f(x) = 0).

Izvod: f ′(x) = 3−ln(x+1)
2(x+1)3/2

. Funkcija f raste na (−1, e3 − 1), opada na (e3 − 1,∞), i dostiжe

lokalni maksimum za x = e3 − 1.

Drugi izvod: f ′′(x) = 3 ln(x+1)−11
4(x+1)5/2

. Funkcija f je konkavna na (−1, e11/3 − 1), konveksna na

(e11/3 − 1,∞) i ima prevojnu taqku x = e11/3 − 1.

8. Ispitati tok funkcije f(x) = 1−ln x
1+ln x i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen je (0, 1
e ) ∪ (1e ,∞); jedina nula je x = e; f(x) > 0 za x ∈ (1e , e) i f(x) < 0 za

x ∈ (0, 1e ) ∪ (e,∞); nije parna, neparna ili periodiqna; ima vertikalnu asimptotu u x = 1
e i

horizontalnu y = −1, a u okolini x = 0 nema asimptote jer je limx→0+ f(x) = −1.

Izvod je f ′(x) = − 2
x(1+ln x)2 i negativan je na celom domenu; funkcija opada na (0, 1

e ) i (1e ,∞)
i nema lokalne ekstremume.

Drugi izvod je f ′′(x) = 2(3+ln x)
x2(1+ln x)3 ; f ′′(x) > 0 i f je konveksna na ( 1

e3 ,
1
e ), a f ′′(x) < 0 i f je

konkavna na (0, 1
e3 ) ∪ (1e ,∞); x = 1

e3 je prevojna taqka.

9. Ispitati tok funkcije f(x) =

√

x3 + 2

x
i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen je (−∞,− 3
√
2] ∪ (0,∞); jedina nula je x = − 3

√
2; f(x) > 0 za sve x; nije parna,

neparna ili periodiqna; ima vertikalnu asimptotu x = 0 i kose asimptote y = x (x → ∞) i
y = −x (x → −∞).



Izvod je f ′′(x) = x3+1
x2 ·

(

x3+2
x

)−1/2

, te je f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞,− 3
√
2] ∪ (0, 1) (funkcija opada) i

f ′(x) > 0 za x ∈ (1,∞) (funkcija raste). U x = 1 ima lokalni minimum.

Drugi izvod je f ′′(x) = 6x3+3
x4 ·

(

x3+2
x

)−3/2

i ǌegova jedina realna nula x = −1/ 3
√
2, je van

domena. Pritom je f ′′(x) < 0 za x 6 − 3
√
2 (funkcija je konkavna) i f ′′(x) > 0 za x > 0 (funkcija

je konveksna); prevojnih taqaka nema.

10. Ispitati tok funkcije f(x) = 3 lnx4 + 4 ln(1− x3) i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen je (−∞, 0) ∪ (0, 1).
Kako je f(x) = lnx12(1−x3)4, jednakost f(x) = 0 je ekvivalentna sa x12(1−x3)4 = 1, tj. x3(1−x3) =

±1; x3(1 − x3) = 1 nema rexeǌa, dok x3(1 − x3) = −1 ima rexeǌa x =
3

√

1±
√
5

2 , pri qemu je

x =
3

√

1+
√
5

2 van domena; dakle, jedina nula je x = c =
3

√

1−
√
5

2 . Jasno je da f meǌa znak samo u

x = c, pa je f(x) > 0 za x < c i f(x) < 0 za x > c.
Funkcija f nije parna, neparna ili periodiqna. Ima vertikalnu asimptotu u x = 0 i sleva
u x = 1, a nema kosih ili horizontalnih asimptota.

Izvod je f ′(x) = 12(1−2x3)
x(1−x3) i jednak je nuli samo za x = 3

√

1/2. Zato je f ′(x) < 0 i f(x) ↑ za

x ∈ (−∞, 0)∪(0, 3

√

1/2), a f ′(x) > 0 i f(x) ↓ za x ∈ ( 3

√

1/2, 1). U x = 3

√

1/2 ima lokalni maksimum.

Drugi izvod je f ′′(x) = − 12(1+2x6)
x2(1−x3)2 i uvek je negativan, tj. f je konkavna na celom domenu.

11. Ispitati tok funkcije f(x) =

√

x2/3

|x+ 1| i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen je R \ {−1}. Funkcija je uvek nenegativna i ǌena jedina nula je x = 0. Nije
parna, neparna ili periodiqna. Ima vertikalnu asimptotu x = −1 i horizontalnu y = 0.

Izvod je f ′(x) = (2−x)sgn(x(x+1))
6|x|2/3|x+1|3/2 ; definisan je za x 6∈ {−1, 0} i jedina ǌegova nula je x = 2.

Poxto je f ′(x) > 0 i f ↑ za x ∈ (−∞,−1)∪ (0, 2), i f ′(x) < 0 i f ↓ za x ∈ (−1, 0)∪ (2,∞), u taqki
x = 2 funkcija f ima lokalni maksimum, a u x = 0 lokalni minimum.

Drugi izvod je f ′′(x) = 7x2−28x−8
36|x|5/3|x+1|5/2 . ǋegove nule su x1,2 = 2 ± 6√

7
i to su prevojne taqke:

f ′′(x) > 0 za x ∈ (−∞, 2− 6√
7
) ∪ (2 + 6√

7
,∞) \ {−1} i f ′′(x) < 0 za x ∈ (2− 6√

7
, 2 + 6√

7
) \ {0}.

12. Ispitati tok funkcije f(x) =
4x− 7

3x2 + 3x+ 7
i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Poxto je 3x2 + 3x + 7 uvek pozitivno, domen je ceo skup R. Jedina nula funkcije je
x = 7

4 , a f(x) < 0 za x < 7
4 i f(x) > 0 za x > 7

4 . Funkcija nije parna, neparna ili periodiqna.
Prava x = 0 je vertikalna asimptota.

Izvod je f ′(x) = −12x2+42x+49
(3x2+3x+7)2 , a ǌegove nule su 7(3±

√
21)

12 . Za 7(3−
√
21)

12 < x < 7(3+
√
21)

12 je f ′(x) > 0

(f opada), a za x < 7(3−
√
21)

12 ili x > 7(3+
√
21)

12 je f ′′(x) > 0 (f raste). Taqka x = 7(3−
√
21)

12 je

lokalni minimum, a x = 7(3+
√
21)

12 lokalni maksimum.

Drugi izvod je f ′′(x) = 18x(4x2−21x−49)
(3x2+3x+7)3 ; ǌegove nule su x1 = − 7

4 , x2 = 0 i x3 = 7 i to su prevojne

taqke. Na (−∞,− 7
4 ) ∪ (0, 7) funkcija je konkavna, a na (− 7

4 , 0) ∪ (7,∞) konveksna.

13. Ispitati tok funkcije f(x) =
x3 + x

x2 − 1
i skicirati ǌen grafik.

Rexeǌe. Domen je R \ {−1, 1}. Jedina nula funkcije je x = 0; f(x) < 0 za x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1),
a f(x) > 0 za x ∈ (−1, 0) ∪ (1,∞). Funkcija je neparna. Prave x = −1 i x = 1 su vertikalne

asimptote. Osim toga, y = x je kosa asimptota jer je limx→±∞
f(x)
x = 1 i limx→±∞(f(x) − x) =

limx→±∞
2x

x2−1 = 0.

Izvod je f ′(x) = x4−4x2−1
(x2−1)2 i ima dve realne nule: x = ±

√

2 +
√
5. Tako za x < −

√

2 +
√
5 i

x >
√

2 +
√
5 funkcija f raste, a za −

√

2 +
√
5 < x <

√

2 +
√
5 opada; u taqki x = −

√

2 +
√
5

ima lokalni maksimum, a u x =
√

2 +
√
5 lokalni minimum.



Drugi izvod je f ′′(x) = 4x(x2+3)
(x2−1)3 ; pozitivan je za x ∈ (−1, 0)∪(1,∞) (f je konveksna), a negativan

za x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1) (f je konkavna). Prevojnih taqaka nema.

Ispitati slede�e funkcije i nacrtati ǌihove grafike (14-21):

14. f(x) = 1√
x3−4x

.

15. f(x) =
√
x+2

ln2(x+2)
;

16. f(x) = ex

x+1 ;

17. f(x) = (x− 1)e
1

x−3 ;

18. f(x) = x2

ln x−1 ;

19. f(x) = xe
2

x ;

20. f(x) = x−1√
x2+2x+2

;

21. f(x) = ln(x+
√
x2 + 1).

7. zadatak 9. zadatak

10. zadatak


