
Vektori
Matematika 1 - lekcija 1

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

Neka su dati vektori v⃗1 = (x1, y1, z1), v⃗2 = (x2, y2, z2) i v⃗3 = (x3, y3, z3). Neka je α = ^(v⃗1, v⃗2) ugao
izme�u vektora v⃗1 i v⃗2.

• Uvodimo zbir v⃗1 + v⃗2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) i proizvod konstantom c: cv⃗1 = (cx1, cy1, cz1).

• Vektori v⃗1 i v⃗2 su kolinearni ako i samo ako je v⃗1 = kv⃗2 ili v⃗2 = kv⃗1 za neku konstantu c, tj.
x1 : y1 : z1 = x2 : y2 : z2.

• Du�ina vektora v⃗1 je |v1| =
√
x2
1 + y21 + z21.

• Skalarni proizvod je v⃗1 · v⃗2 = |v⃗1| · |v⃗2| cosα.
Va�i v⃗1 · v⃗2 = x1x2 + y1y2 + z1z2.
Proizvod v⃗1 · v⃗2 je jednak 0 ako i samo ako je v⃗1 ⊥ v⃗2 (ili je neki od vektora nula).

• Ugao α je dat izrazom cosα =
v⃗1 · v⃗2

|v⃗1| · |v⃗2|
.

• Projekcija vektora v⃗1 na pravac vektora v⃗2 jednaka je Prv⃗2(v⃗1) =
v⃗1 · v⃗2
|v⃗2|2

v⃗2.

• Vektorski proizvod v⃗1× v⃗2 je vektor normalan na vektore v⃗1 i v⃗2, du�ine |v⃗1| · |v⃗2| sinα (jednake
povrxini paralelograma koji oni razapiǌu), orijentisan tako da je, posmatrano s ǌegovog
vrha, v⃗2 levo od v⃗1.

Va�i v⃗1 × v⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
ı⃗ ȷ⃗ k⃗
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ = (y1z2 − y2z1, z1x2 − z2x1, x1y2 − x2y1).

Vektor v⃗1 × v⃗2 je jednak 0⃗ = (0, 0, 0) ako i samo ako su vektori v⃗1 i v⃗2 kolinearni.

• Mexoviti proizvod vektora v⃗1, v⃗2 i v⃗3 je [v⃗1, v⃗2, v⃗3] = (v⃗1 × v⃗2) · v⃗3. ǋegova apsolutna vrednost
se ne meǌa permutovaǌem vektora i jednaka je zapremini paralelograma razapetog ovim
vektorima.

Va�i [v⃗1, v⃗2, v⃗3] =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣.
Mexoviti proizvod vektora v⃗1, v⃗2, v⃗3 je jednak 0 ako i samo ako su oni komplanarni.

::::::::::::::::

1. U trouglu ABC, taqka D je sredixte stranice AB, E je sredixte du�i CD, a F taqka na
stranici BC takva da je BF : FC = 2 : 1. Dokazati da su taqke A, E i F kolinearne.

Rexeǌe. Oznaqimo
−−→
AB = b⃗ i

−→
AC = c⃗. Tada je

−−→
AD = 1

2 b⃗ i
−→
AE = 1

2 (
−→
AC +

−−→
AD) = 1

4 b⃗ +
1
2 c⃗. Tako�e

je
−−→
BF = 2

3

−−→
BC = 2

3 (c⃗ − b⃗) i
−→
AF =

−−→
AB +

−−→
BF = 1

3 b⃗ +
2
3 c⃗. Vidimo da je

−→
AF = 4

3

−→
AE, dakle, vektori

AE i AF su kolinearni.

2. Ako je |⃗a| = 2, |⃗b| = 3 i |⃗a · b⃗| = 3
2 , izraqunati du�inu vektora a⃗+ b⃗.

Rexeǌe. Po definiciji skalarnog proizvoda je |⃗a + b⃗|2 = (⃗a + b⃗) · (⃗a + b⃗) = a⃗ · a⃗ + 2a⃗ · b⃗ + b⃗ · b⃗.
Kako je a⃗ · a⃗ = |⃗a|2 = 4 i b⃗ · b⃗ = 9, dobijamo |⃗a+ b⃗|2 = 4 + 9 + 2 · 3

2 = 16, tj. |⃗a+ b⃗| = 4.

3. Neka su a⃗ i b⃗ nekolinearni vektori. Poznato je da vektor a⃗ + 2⃗b gradi jednake uglove sa
vektorima a⃗ i b⃗. Odrediti odnos |⃗a|/|⃗b|.



Rexeǌe. Oznaqimo φ = ^(⃗a, b⃗). Kako je a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| cosφ, imamo cos^(⃗a, a⃗ + 2⃗b) = a⃗·(a⃗+2⃗b)

|⃗a|·|⃗a+2⃗b|
=

|⃗a|2+2a⃗·⃗b
|⃗a|·|⃗a+2⃗b|

= |⃗a|+2|⃗b| cosφ
|⃗a+2⃗b|

i cos^(⃗b, a⃗ + 2⃗b) = b⃗·(a⃗+2⃗b)

|⃗b|·|⃗a+2⃗b|
= 2|⃗b|2+a⃗·⃗b

|⃗b|·|⃗a+2⃗b|
= 2|⃗b|+|⃗a| cosφ

|⃗a+2⃗b|
. Iz cos^(⃗a, a⃗ + 2⃗b) =

cos^(⃗b, a⃗ + 2⃗b) dobijamo |⃗a| + 2|⃗b| cosφ = 2|⃗b| + |⃗a| cosφ, tj. |⃗a|(1 − cosφ) = 2|⃗b|(1 − cosφ). Poxto
vektori a⃗ i b⃗ nisu kolinearni, ugao φ nije nula, pa mo�emo da skratimo 1− cosφ ̸= 0, te nam
ostaje |⃗a|/|⃗b| = 2.

4. Ako je a⃗× b⃗ = c⃗, izraziti (2a⃗+ 3⃗b)× (3a⃗+ 2⃗b) u funkciji od c⃗.

Rexeǌe. Imamo (2a⃗+ 3⃗b)× (3a⃗+ 2⃗b) = 6a⃗× a⃗+ 6⃗b× b⃗+ 4a⃗× b⃗+ 9⃗b× a⃗. Sada treba imati u vidu
da je a⃗× a⃗ = b⃗× b⃗ = 0⃗ i b⃗× a⃗ = −a⃗× b⃗ = −c⃗, tako da je (2a⃗+ 3⃗b)× (3a⃗+ 2⃗b) = −5c⃗.

5. Ako su a⃗, b⃗ i c⃗ vektori du�ine 1 koji pripadaju istoj ravni, izraqunati [⃗a× b⃗, a⃗× c⃗, b⃗× c⃗].

Rexeǌe. Tra�eni mexoviti proizvod predstavǉa zapreminu paralelepipeda odre�enog vek-
torima a⃗ × b⃗, a⃗ × c⃗, b⃗ × c⃗. Me�utim, ova tri vektora su normalna na ravan kojoj pripadaju
vektori a⃗, b⃗ i c⃗, i prema tome su kolinearni, pa odre�uju “paralelepiped” zapremine 0.

6. Za koje vrednosti realnih parametara a i b su vektori a⃗ = (1, a, a2), b⃗ = (1, b, b2) i c⃗ = (1, 2, 3)
linearno zavisni?

Rexeǌe. Vektori a⃗, b⃗, c⃗ su linearni zavisni ako i samo ako je [⃗a, b⃗, c⃗] = 0. Kako je [⃗a, b⃗, c⃗] =∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 3b + ab2 + 2a2 − 2b2 − 3a − a2b = (b − a)(ab − 2a − 2b + 3), odgovor je a = b ili

ab− 2a− 2b+ 3 = 0.

7. Dati su vektori a⃗ = (2,−1, 2), b⃗ = (0, 3,−2) i c⃗ = (−1, 0, 1). Izraqunati ^(⃗a, b⃗), P r⃗b(⃗a), a⃗ × b⃗ i
[⃗a, c⃗, b⃗].

Rexeǌe. Prvo nalazimo a⃗ · b⃗ = 2 · 0 + (−1) · 3 + 2 · (−2) = −7, |⃗a| =
√

22 + (−1)2 + 22 = 3 i

|⃗b| =
√
02 + 32 + (−2)2 =

√
13. Sada je ^(⃗a, b⃗) = arccos a⃗·⃗b

|⃗a|·|⃗b|
= arccos −7

3
√
13

i P r⃗b(⃗a) = a⃗·⃗b
|⃗b|2

b⃗ =

− 7
13 (0, 3,−2). Daǉe je a⃗ × b⃗ = (2,−1, 2) × (0, 3,−2) = (|−1

3
2

−2|, | 2
−2

2
0|, |20 −1

3 |) = (−4, 4, 6) i [⃗a, c⃗, b⃗] =

−[⃗a, b⃗, c⃗] = −(⃗a× b⃗) · c⃗ = −(−4, 4, 6) · (−1, 0, 1) = −10.

8. Odrediti vektore du�ine 1 koji su normalni na vektore a⃗ = (3,−2, 2) i b⃗ = (4, 1, 0).

Rexeǌe. Vektor a⃗× b⃗ = (|−2
1

2
0|, |20 3

4|, |34 −2
1 |) = (−2, 8, 11) je normalan na a⃗ i b⃗, ali nije du�ine 1 -

ǌegova du�ina je
√
(−2)2 + 82 + 112 =

√
189 = 3

√
21. Zato vektori ± 1

3
√
21
(−2, 8, 11) zadovoǉavaju

uslove.

9. Odrediti povrxinu trougla qija su temena A(0, 2, 1), B(−1, 3, 3) i C(1, 0, 0).

Rexeǌe. Povrxina trougla ABC je 1
2 |
−−→
AB ×

−→
AC|, gde je

−−→
AB = (−1, 3, 3) − (0, 2, 1) = (−1, 1, 2)

i
−→
AC = (1, 0, 0) − (0, 2, 1) = (1,−2,−1). Sada raqunamo

−−→
AB ×

−→
AC = (−1, 1, 2) × (1,−2,−1) =

(| 1
−2

2
−1|, | 2

−1
−1
1 |, |

−1
1

1
−2|) = (3, 1, 1) i |

−−→
AB ×

−→
AC| =

√
32 + 12 + 12 =

√
11, pa je PABC = 1

2

√
11.

10. Date su taqke A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) i D(2, 3, 4). Izraqunati zapreminu tetraedra
ABCD.

Rexeǌe. Poxto je
−−→
AB = (−1, 1, 0),

−→
AC = (−1, 0, 1) i

−−→
AD = (1, 3, 4), tra�ena zapremina je jednaka

1
6 [
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD] =

1

6

∣∣∣∣∣∣
−1 1 0
−1 0 1
1 3 4

∣∣∣∣∣∣ = 4

3
.

11. Date su taqke A(0, 0, 0), B(1, 2, 0) i C(2, 1, a). Odrediti vrednost a ako je ^BAC = 60◦.

Rexeǌe. Imamo
−−→
AB = (1, 2, 0),

−→
AC = (2, 1, a) i

−−→
AB ·

−→
AC = 1 · 2 + 2 · 1 + 0 · a = 4. Kako je

1
2 = cos^BAC =

−−→
AB·−→AC

|AB|·|AC| = 4√
5·
√
5+a2

, dobijamo
√
5 ·

√
5 + a2 = 8, pa je 5 + a2 = 64

5 i odatle

a = ±
√

39
5 .

12. Date su taqke A(4, 1, 1), B(0, 2, 3) i C(2,−1, 3). Na�i vektor visine iz temena A u trouglu
ABC.



Rexeǌe. Neka je A′ podno�je visine iz taqke A u trouglu ABC. Tada je
−−→
BA′ = PrBC(

−−→
BA) =

−−→
BA·

−−→
BC

|BC|2
−−→
BC = 11

13 (2,−3, 0) = ( 2213 ,−
33
13 , 0) jer je

−−→
BA = (4,−1,−2) i

−−→
BC = (2,−3, 0). Vektor visine je

−−→
AA′ =

−−→
AB +

−−→
BA′ = (−4, 1, 2) + ( 2213 ,−

33
13 , 0) = (−30

13 ,−
20
13 , 2).

Zadaci za ve�bu

13. Dat je trougao ABC. Taqka D na stranici AC je takva da je AD : DC = 2 : 1, a taqka E je
sredixte du�i BD. Prava AE seqe stranicu BC u taqki F . Odrediti odnos AE : EF .

14. Ako je |⃗a+ b⃗| = 2, |2a⃗+ b⃗| = 5 i |⃗a+ 2⃗b| = 4, izraqunati |⃗a| i |⃗b|.

15. Ako je [⃗a, b⃗, c⃗] = 1, odrediti vrednost [2a⃗− b⃗, a⃗− 2c⃗, b⃗].

16. Na�i projekciju vektora u⃗ = (1, 3, 2) na v⃗ = (3, 0,−1), kao i projekciju v⃗ na u⃗.

17. Odrediti povrxinu paralelograma koji vektor a⃗ = (0,−2, 3) qini sa vektorom b⃗ × c⃗, gde je
b⃗ = (3,−1,−1) i c⃗ = (2, 3, 4).

18. Dati su vektor a⃗ = (2, 1,−1). Na�i vektor b⃗ takav da je a⃗ · b⃗ = 1 i a⃗× b⃗ = (1,−1, 1).

19. Odrediti vrednosti parametara x i y tako da va�i a⃗×b⃗ = b⃗×c⃗, gde je a⃗ = (1, x, y), b⃗ = (2, 0, x+y)
i c⃗ = (1,−x, 2).

20. Na�i ortogonalnu projekciju taqke A na pravu BC, gde je A(0, 0, 0), B(2,−1,−1) i C(−3, 2, 3).

21. Na�i vektor visine iz temena C u trouglu ABC, gde je A(−2, 1, 1), B(−3, 2, 3) i C(1, 3, 1). Zatim
na�i povrxinu trougla ABC.

22. Date su taqke A(3, 1, 0), B(−1, 1, 2), C(2, 2, 4) i D(3, 0, 5). Na�i zapreminu tetraedra ABCD.

Rexeǌa

13. AE : EF = 5 : 1.

14. |⃗a| =
√
14 i |⃗b| =

√
11.

15. [2a⃗− b⃗, a⃗− 2c⃗, b⃗] = 4.

16. Prv⃗(u⃗) =
1
10 v⃗ = ( 3

10 , 0,−
1
10 ) i Pru⃗(v⃗) =

1
14 u⃗ = ( 1

14 ,
3
14 ,

1
7 ).

17. b⃗× c⃗ = (−1,−14, 11), (⃗b× c⃗)× a⃗ = (−20, 3, 2); povrxina je
√

(−20)2 + 32 + 22 =
√
413.

18. b⃗ = ( 13 ,
2
3 ,

1
3 ).

19. x = 2, y ∈ R.

20. A′(0, 3, 0, 02, 0, 36)

21.
−−→
CC ′ = (−17

6 ,−13
6 ,−1

3 ), P = 1
2

√
77.

22.
−−→
AB = (−4, 0, 2),

−→
AC = (−1, 1, 4),

−−→
AD = (0,−1, 5), V = 1

6 |[
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD]| = 17

3 .


