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:::::::: Duxan �uki� ::::::::

• Vektorska funkcija r⃗ u n dimenzija je funkcija oblika −→r (t) = (x1(t), . . . , xn(t)). Funkcije xi su
koordinatne funkcije. ǋen trag (ili hodograf) je skup svih krajeva vektora r⃗(t).

U naxem sluqaju je obiqno n = 3 (ili ponekad n = 2), te je r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)).

Prvi, drugi i tre�i izvod vektorske funkcije r⃗ po t (po koordinatama: dakle, izvod funkcije
(x(t), y(t), z(t)) je (x′(t), y′(t), z′(t))) qesto pixemo kao ˙⃗r, ¨⃗r,

...
r⃗ , umesto r⃗′, r⃗′′, r⃗′′′.

Neka je kriva C trag vektorske funkcije r⃗(t) i A = r⃗(t0) taqka na ǌoj.

• Vektori tangente, normale i binormale u taqki A su τ⃗ = τ⃗(t0) =
˙⃗r

| ˙⃗r|
, n⃗ =

˙⃗τ

| ˙⃗τ |
i b⃗ = τ⃗×n⃗. Vektori

τ⃗ , n⃗, b⃗ su jediniqni i ne zavise od parametrizacije krive, ve� samo od ǌene orijentacije. Ta-

ko�e va�i b⃗ =
˙⃗r × ¨⃗r

| ˙⃗r × ¨⃗r|
i n⃗ = b⃗× τ⃗ .

• Prirodni triedar je trojka vektora (τ⃗ , n⃗, b⃗). ǋegovim elementima smatramo i tri ravni kroz
taqku A odre�ene ovim vektorima: oskulatornu (⊥ b⃗), normalnu (⊥ τ⃗) i rektifikacionu (⊥ n⃗).

• Krivina krive u datoj taqki je K =
| ˙⃗τ |
| ˙⃗r|

=
| ˙⃗r × ¨⃗r|
| ˙⃗r|3

, a torzija T = −
˙⃗
b/n⃗

| ˙⃗r|
=

[ ˙⃗r, ¨⃗r,
...
r⃗ ]

| ˙⃗r × ¨⃗r|2
.

Vektori normale i torzije su K⃗ = Kn⃗ i T⃗ = −T n⃗.

::::::::::::::::

1. Date su tri vektorske funkcije u ravni:
(1) r1(t) = (t+ 1

t , t−
1
t ), t > 1; (2) r2(t) = (

√
t2 + 4, t), t > 0; (3) r3(t) = ( 2+2t2

1−t2 , 4t
1−t2 ), 0 < t < 1.

Da li je trag ovih triju funkcija ista kriva?

Rexeǌe. Da. Sve tri funkcije odre�uju deo hiperbole γ : x =
√

y2 + 4 za y > 0. Zaista, va�i

(t+ 1
t )

2 − (t− 1
t )

2 =
√
t2 + 4

2 − t2 = ( 2+2t2

1−t2 )2 − ( 4t
1−t2 )

2 = 4, i pritom je kodomen svake od funkcija
y = t− 1

t (t > 1), y = t (t > 0) i y = 4t
1−t2 (0 < t < 1) ceo skup R+.

2. Kriva je data vektorskom funkcijom r⃗(t) = (at, b cos t, b sin t), gde su a i b date konstante. Od-
rediti elemente prirodnog triedra, krivinu i torziju krive u taqki M(aπ,−b, 0).

Rexeǌe. Prvo vidimo da je ˙⃗r = (a,−b sin t, b cos t), ¨⃗r = (0,−b cos t,−b sin t) i
...
r⃗ = (0, b sin t,−b cos t).

Poxto je | ˙⃗r| =
√
a2 + b2, sledi τ⃗ =

˙⃗r

| ˙⃗r|
= 1√

a2+b2
(a,−b sin t, b cos t).

Daǉe je ˙⃗r× ¨⃗r = (b2, ab sin t,−ab cos t) i | ˙⃗r× ¨⃗r| = b
√
a2 + b2, pa je b⃗ =

˙⃗r×¨⃗r

| ˙⃗r×¨⃗r|
= 1√

a2+b2
(b, a sin t,−a cos t).

Najzad, n⃗ = b⃗× τ⃗ = (0,− cos t,− sin t).
U taqki M je t = π i τ⃗ = 1√

a2+b2
(a, 0,−b), b⃗ = 1√

a2+b2
(b, 0, a), n⃗ = (0, 1, 0). Oskulatorna ravan

prolazi kroz M i ima normalu b⃗, pa je ǌena jednaqina b(x − aπ) + az = 0, tj. bx + az = abπ.
Sliqno, normalna ravan prolazi kroz M i ima normalu τ⃗ i ǌena jednaqina je ax− bz = a2π,
a rektifikaciona ravan prolazi kroz M i ima normalu n⃗ i ǌena jednaqina je y = −b.

Krivina je K = | ˙⃗r×¨⃗r|
| ˙⃗r|3

= b
a2+b2 , a poxto je [ ˙⃗r, ¨⃗r, ¨⃗r] = ( ˙⃗r× ¨⃗r) ·

...
r⃗ = ab2, torzija je T = [ ˙⃗r,¨⃗r,

...
r⃗ ]

| ˙⃗r×¨⃗r|2
= a

a2+b2 .
I krivina i torzija su ovde konstantne.



3. Za koji parametar a je kriva zadata vektorskom funkcijom r⃗(t) = (t, t2, t + at3) planarna, tj.
le�i u ravni? Koja je to ravan?

Rexeǌe. Kriva je planarna ako je ǌena torzija svuda jednaka nuli. Dakle, potrebno je da va�i
[ ˙⃗r, ¨⃗r,

...
r⃗ ] = 0 za svako t. Kako je ˙⃗r = (1, 2t, 1+3at2), ¨⃗r = (0, 2, 6at) i

...
r⃗ = (0, 0, 6a), nalazimo [ ˙⃗r, ¨⃗r,

...
r⃗ ] =

12a, pa mora biti a = 0. Tada cela kriva le�i u oskulatornoj ravni. Toj ravni pripada
taqka r⃗(0) = (0, 0, 0). Binormala b⃗ je kolinearna sa ˙⃗r× ¨⃗r = −2(1, 0,−1), pa je oskulatorna ravan
x− z = 0.

4. Na�i taqku na krivoj zadatoj vektorskom funkcijom r⃗(t) = (2 ln t, t+ 1
t , t−

1
t ) u kojoj je krivina

maksimalna. U toj taqki na�i jednaqinu oskulatorne ravni.

Rexeǌe. Imamo ˙⃗r = (−2
t , 1 − 1

t2 , 1 + 1
t2 ),

¨⃗r = ( 2
t2 ,

2
t3 ,−

2
t3 ) i ˙⃗r × ¨⃗r = (− 4

t3 ,
2t2−2

t4 , −2t2−2
t4 ). Sada je

| ˙⃗r| =
√
2 · t2+1

t2 , | ˙⃗r × ¨⃗r| = 2
√
2 · t2+1

t4 i K = | ˙⃗r×¨⃗r|
| ˙⃗r|3

= t2

(t2+1)2 .

Izvod K po t je K ′(t) = 2t(1−t2)
(t2+1)3 , pa je K ′(t) = 0 samo za t = 1 (parametri t = 0 i t = −1 su van

domena funkcije r⃗). Krivina je najve�a za t = 1, tj. u taqki r⃗(1) = (0, 2, 0), i tada je K = 1
4 . U

toj taqki binormala b⃗ je kolinearna sa vektorom ˙⃗r × ¨⃗r = −4(1, 0, 1), pa je oskulatorna ravan
x+ z = 0.

5. Kriva γ je data vektorskom funkcijom r⃗(t) = (sin t− cos t)⃗ı+ (sin t+cos t)ȷ⃗+ t · k⃗. Na�i elemente
prirodnog triedra u taqki A(1,−1, π).

Rexeǌe. Imamo ˙⃗r = (cos t+sin t, cos t−sin t, 1) i ¨⃗r = (cos t−sin t,− cos t−sin t, 0). Taqki A odgovara
t = π, pa je u A ˙⃗r = (−1,−1, 1), ¨⃗r = (−1, 1, 0) i ˙⃗r × ¨⃗r = (−1,−1,−2).

Nalazimo tangentu τ⃗ =
˙⃗r

| ˙⃗r|
= 1√

3
(−1,−1, 1), binormalu b⃗ =

˙⃗r×¨⃗r

| ˙⃗r×¨⃗r|
= − 1√

6
(1, 1, 2) i normalu n⃗ =

b⃗×τ⃗ = 1√
2
(1,−1, 0). Sada je normalna ravan (−x−y+z = π) ⊥ τ⃗ , oskulatorna (x+y+2z = 2π) ⊥ b⃗,

a rektifikaciona (x− y = 2) ⊥ n⃗.

6. Data je kriva r⃗(t) = (cos t, 4 cos t
2 , t + sin t). Odrediti elemente prirodnog triedra, krivinu i

torziju u taqki M(1, 4, 0). U kojoj taqki krive je krivina, odnosno torzija, najve�a?

Rexeǌe. Prvo nalazimo ˙⃗r = (− sin t,−2 sin t
2 , 1+cos t), ¨⃗r = (− cos t,− cos t

2 ,− sin t),
...
r⃗ = (sin t, 1

2 sin
t
2 ,

− cos t). Jox �e nam trebati ˙⃗r× ¨⃗r = ((3− cos t) cos t
2 ,−2 cos2 t

2 , 2 sin
3 t

2 ), a uz malo raquna | ˙⃗r| = 2,
| ˙⃗r × ¨⃗r| =

√
6 + 2 cos t i [ ˙⃗r, ¨⃗r,

...
r⃗ ] = 1

2 (5 + cos t) sin t
2 .

U taqki M je t = 0 i tada je ˙⃗r = (0, 0, 2), ¨⃗r = (−1,−1, 0) i ˙⃗r × ¨⃗r = (2,−2, 0), pa dobijamo
τ⃗ = (0, 0, 1), b⃗ = 1√

2
(1,−1, 0) i n⃗ = b⃗ × τ⃗ = − 1√

2
(1, 1, 0). Jednaqine oskulatorne, normalne i

rektifikacione ravni su redom x− y = −3, z = 0 i x+ y = 5. Krivina je
√
2
4 , a torzija 0.

U opxtem sluqaju je K =
√
6+2 cos t

8 , xto je maksimalno za t = 2kπ (k ∈ Z), i tada je K =
√
2
4 .

Tako�e, T =
(5+cos t) sin t

2

4(3+cos t) je maksimalno za t = (4k+1)π i tada je T = 1
2 (pre nego xto posegnete

za glomaznim diferencijalnim raqunom, primetite da je 5+cos t
4(3+cos t) 6

1
2 i sin t

2 6 1).

7. Odrediti vektore krivine i torzije krive date vektorskom funkcijom r⃗(t) = (t2, t3, t4) u taqki
A(1, 1, 1).

Rexeǌe. Pre svega, ˙⃗r = (2t, 3t2, 4t3), ¨⃗r = (2, 6t, 12t2) i
...
r⃗ = (0, 6, 24t). U taqki A je ˙⃗r = (2, 3, 4),

¨⃗r = 2(1, 3, 6),
...
r⃗ = 6(0, 1, 4) i ˙⃗r × ¨⃗r = 2(6,−8, 3), tangenta je τ⃗ =

¨⃗r

|¨⃗r|
= 1√

29
(2, 3, 4), a binormala

˙⃗r×¨⃗r

| ˙⃗r×¨⃗r|
= 1√

109
(6,−8, 3). Sledi da je normala n⃗ = b⃗× τ⃗ = 1√

29·109 (−41,−18, 34).

Krivina je K = | ˙⃗r×¨⃗r|
| ˙⃗r|3

= 2
√
29·109
292 , a torzija T = ( ˙⃗r×¨⃗r)·

...
r⃗

| ˙⃗r×¨⃗r|2
= 12

109 , pa tako dobijamo K⃗ = Kn⃗ =

2
292 (−41,−18, 34) i T⃗ = −T n⃗ = 12

109
√
29·109 (−41,−18, 34).


