
Maklorenov i Tejlorov polinom
Matematika 1 - lekcija 8

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

Opxti oblik:

• Maklorenov polinom funkcije f(x) stepena n:

Pn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn.

• f(x) = Pn(x) +Rn(x), gde je grexka u aproksimaciji Rn(x) =
f (n+1)(t)

(n+ 1)!
xn+1 za neko (nepoznato)

t izme�u 0 i x, pod pretpostavkom da (n+ 1)-vi izvod postoji.

Tada qesto pixemo f(x) = Pn(x) + O(xn+1), tj. Rn(x) = O(xn+1), xto znaqi da je ostatak
Rn(x) reda xn+1 i zanemarǉivo je mali u odnosu na xn kada x → 0 - tj. limx→0

Rn(x)
xn+1 < ∞ i

limx→0
Rn(x)
xn = 0.

Ovo O(·) je tzv. Landauov O-simbol. Ako je f(x) = O(xn) i g(x) = O(xm) (m > n) kada x → 0,
onda je f(x) + g(x) = O(xn), xkf(x) = O(xn+k) i f(x)g(x) = O(xm+n).

• Tejlorov polinom funkcije f(x) stepena n u taqki x = a:

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Neki “tabliqni” Maklorenovi razvoji:

• (1 + x)a = 1 + ax+
a(a− 1)

2
x2 +

a(a− 1)(a− 2)

6
x3 + · · · = 1 +

∞∑
k=1

(
a

k

)
xk,

gde je
(
a

k

)
=

a(a− 1)(a− 2) · · · (a− k + 1)

k!
za k = 1, 2, . . . ;

• ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+ · · · = 1 +

∞∑
k=1

xk

k!
;

• sinx = x− x3

6
+

x5

120
− · · · =

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
,

cosx = 1− x2

2
+

x4

24
− · · · =

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
;

• ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
.

::::::::::::::::::::

1. Na�i Maklorenov red stepena 3 funkcije f(x) =
√
cosx.

Rexeǌe. Diferenciramo triput: f(x) = cos
1
2 x, f ′(x) = −1

2 cos
− 1

2 x sinx, f ′′(x) = −1
4 cos

1
2 x −

1
4 cos

− 3
2 x, f ′′′(x) = 1

8 cos
− 1

2 x sinx− 3
8 cos

− 5
2 x sinx.

U taqki x = 0 je f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = − 1
2 i f ′′′(0) = 0. Maklorenov polinom stepena 3 je

P3(x) = f(0) + f ′(0)
1! x+ f ′′(0)

2! x2 + f ′′′(0)
3! x3 = 1− 1

4x
2.

2. Mo�e li se funkcija f(x) = x
3
2 razviti u Maklorenov red?

Rexeǌe. Kako je f ′(x) = 3
2x

1
2 i f ′′(x) = 3

4x
− 1

2 → ∞ kada x → 0, funkcija f nema drugi izvod u
x = 0, pa nema ni Maklorenovog polinoma stepena ve�eg od 1.



3. Razviti funkciju f(x) = ln(x+
√
1 + x2) u Maklorenov red stepena 4.

Rexeǌe. Imamo f ′(x) = (x+
√
1+x2)′

x+
√
1+x2

=
1+ x√

1+x2

x+
√
1+x2

= (1 + x2)−
1
2 . Daǉe je f ′′(x) = −x(1 + x2)−

3
2 ,

f ′′′(x) = (2x2 − 1)(1 + x2)−
5
2 i f (4)(x) = (9x− 6x3)(1 + x2)−

7
2 .

U taqki x = 0 je f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1 i f (4)(0) = 0. Maklorenov polinom

stepena 4 je P4(x) = f(0) + f ′(0)
1! x+ f ′′(0)

2! x2 + f ′′′(0)
3! x3 + f(4)(0)

4! x4 = x− 1
6x

3.

4. Odrediti Tejlorov polinom reda 3 funkcije f(x) = x2 sinx u okolini taqke a = π.

Rexeǌe. Prva tri izvoda su f ′(x) = 2x sinx + x2 cosx, f ′′(x) = (2 − x2) sinx + 4x cosx i f ′′′(x) =
−6x sinx+(6−x2) cosx. Poxto je sinπ = 0 i cosπ = −1, u taqki a = π je f ′(π) = −π2, f ′′(π) = −4π

i f ′′′(π) = π2−6. Tra�eni Tejlorov polinom je P3(x) = −π2(x−π)−2π(x−π)2+(π
2

6 −1)(x−π)3.

5. Aproksimirati funkciju f(x) = ln(x + ex) Maklorenovim polinomom stepena 3 i pomo�u ǌe
pribli�no izraqunati f(0, 1).

Rexeǌe. Znamo da je x+ex = 1+2x+ 1
2x

2+ 1
6x

3+ · · · i ln(1+y) = y− 1
2y

2+ 1
3y

3+ · · · , pa stavǉaǌem
y = x+ ex − 1 = 2x+ 1

2x
2 + 1

6x
3 + · · · dobijamo ln(x+ ex) = (2x+ 1

2x
2 + 1

6x
3)− 1

2 (2x+ 1
2x

2 + 1
6x

3)2 +
1
3 (2x+

1
2x

2+ 1
6x

3)3+ · · · = (2x+ 1
2x

2+ 1
6x

3)− 1
2 (4x

2+2x3+ · · · )+ 1
3 (8x

3+ · · · ) = 2x− 3
2x

2+ 11
6 x3+ · · · ;

Maklorenov polinom je P3(x) = 2x− 3
2x

2 + 11
6 x3.

Za x = 0.1 je f(x) ≈ P3(0.1) = 0, 187. (Taqna vrednost f(0, 1) je 0, 18662 . . . .)

6. Aproksimirati funkciju f(x) = 3
√
1 + 6x Maklorenovim polinomom stepena 3. Pribli�no

izraqunati f(0, 1) = 3
√
1, 6 i proceniti grexku.

Rexeǌe. Diferenciramo tri puta za Maklorenov polinom, a qetvrti put za grexku:
f(x) = (1 + 6x)

1
3 , f ′(x) = 2(1 + 6x)−

2
3 , f ′′(x) = −8(1 + 6x)−

5
3 , f ′′′(x) = 80(1 + 6x)−

8
3 , f (4)(x) =

−1280(1 + 6x)−
11
3 . Odatle je f(0) = 1, f ′(0) = 2, f ′′(0) = −8, f ′′′(0) = 80 i f (4)(0) = −1280, tako

da je f(x) = 1+ 2x− 4x2 + 40
3 x3 +R3(x), pri qemu je R3(x) =

f(4)(t)
4! x4 = − 160

3 (1 + 6t)−
11
3 x4 za neko

t ∈ [0, x].

Za x = 0, 1 dobijamo f(0, 1) ≈ 1, 173, uz grexku |R3(x)| = |− 160
3 (1+6t)−

11
3 10−4| < 160

3 ·10−4 < 0, 006.
Dakle, f(0, 1) = 3

√
1, 6 = 1, 173± 0, 006. (Zaista, 3

√
1, 6 = 1, 1696 . . . )

7. Aproksimirati funkciju f(x) = ln(1− 3x+2x2) Maklorenovim polinomom stepena 3 i pomo�u
ǌega pribli�no izraqunati ln 0, 72.

Rexeǌe. Poxto je f(x) = ln((1−x)(1−2x)) = ln(1−x)+ln(1−2x), mo�emo da koristimo tabliqni
razvoj za ln(1 + x): imamo
ln(1− x) = (−x)− (−x)2

2 + (−x)3

3 − · · · = −x− 1
2x

2 − 1
3x

3 − · · · i

ln(1− 2x) = (−2x)− (−2x)2

2 + (−2x)3

3 − · · · = −2x− 2x2 − 8
3x

3 − · · · .
Sabiraǌem dobijamo P3(x) = −3x − 5

2x
2 − 3x3, pa je f(0, 1) = ln(0, 72) ≈ P3(0, 1) = −0, 328 (u

stvari, f(0, 1) = −0, 328504 . . . ).

8. Razviti funkciju f(x) = ln(x2 + 2x+ 2) u Tejlorov red stepena 4 u okolini taqke a = −1.

Rexeǌe. Dovoǉno je razviti funkciju f(x−1) = ln(x2+1) u Maklorenov red stepena 4. Znaju�i
da je ln(1 + y) = y − 1

2y
2 + O(y3), imamo f(x − 1) = ln(1 + x2) = x2 − 1

2x
4 + O(x6). Sledi da je

f(x) = (x+ 1)2 − 1
2 (x+ 1)4 +R5.

9. Razviti funkciju f(x) = x3 cosx4 u Maklorenov polinom stepena 25.

Rexeǌe. Korix�eǌem tabliqnog razvoja za cosx dobijamo cosx4 = 1− 1
2x

8 + 1
4!x

16 − 1
6!x

24 + · · · .
Mno�eǌe sa x3 daje x3 cosx4 = x3 − 1

2x
11 + 1

24x
19 − 1

720x
27 + · · · . Sabirci stepena ve�eg od 25

otpadaju. Ostaje P25(x) = x3 − 1
2x

11 + 1
24x

19.



10. Izraqunati limes lim
x→0

(
1

ln(1− x)
+

1

ln(1 + x)

)
.

Rexeǌe. Zapisimo limes kao limx→0
ln(1−x)+ln(1+x)
ln(1−x) ln(1+x) . I brojilac i imenilac se mogu razviti

u Maklorenov red: poxto je ln(1 − x) = −x − 1
2x

2 + O(x3) i ln(1 + x) = x − 1
2x

2 + O(x3), sledi
ln(1−x)+ln(1+x) = −x2+O(x3) i ln(1−x) ln(1+x) = (−x− 1

2x
2+O(x3))(x− 1

2x
2+O(x3)) = −x2+O(x3).

Dakle, ln(1−x)+ln(1+x)
ln(1−x) ln(1+x) = −x2+O(x3)

−x2+O(x3) - xto nije “jednako” 1, ali te�i 1 kada x → 0.

11. Izraqunati limes lim
x→0

(
ex sinx ln(1− 2x)

x4
+

2

(x− x2)2

)
.

Rexeǌe. Tra�eni limes je limx→0
f(x)
x4 , gde je f(x) = ex sinx ln(1 − 2x) + 2x2

(1−x)2 . Ovo je naporno
za rad prostim Lopitalovim pravilom. Umesto toga, razvi�emo funkciju f u Maklorenov
red. Ispostavǉa se da je dovoǉno razviti je do 4. stepena. Tada je ex = 1 + x+ 1

2x
2 +O(x3),

sinx = x − 1
6x

3 + O(x4) i ln(1 − 2x) = −2x − 2x2 − 8
2x

3 + O(x4), pa je ex sinx ln(1 − 2x) = −2x2 −
4x3 − 16

3 x4 +O(x5). S druge strane, 2x2

(1−x)2 = 2x2(1 + 2x+ 3x2 +O(x3)) = 2x2 + 4x3 + 6x4 +O(x5),

tako da je f(x) = 2
3x

4 +O(x5). Sledi da je f(x)
x = 2

3 +O(x) → 2
3 kada x → 0, pa je odgovor 2

3 .

12. Na�i kose ili horizontalne asimptote funkcije f(x) = 5
√
x2(x+ 1)3.

Rexeǌe. Imamo f(x)
x = 5

√
x−3(x+ 1)3 = (1+ 1

x )
3
5 . Va�no je primetiti da 1

x → 0 kada x → ±∞. Po
binomnoj formuli za eksponent a = 3

5 imamo f(x)
x = 1+

(
3/5
1

)
1
x +

(
3/5
2

)
1
x2 + · · · = 1+ 3

5x − 3
25x2 + · · · ,

dakle f(x) = x+ 3
5 −

3
25x + · · · ∼ x+ 3

5 kada x → ±∞. Dakle, asimptota (za x → ±∞) je y = x+ 3
5 .

13. Na�i kose ili horizontalne asimptote funkcije f(x) = (x+ 1)e
1

x−1 .

Rexeǌe. Ako x → ±∞, onda 1
x−1 → 0, pa imamo f(x) = (x+ 1)(1 + 1

x−1 + 1
2(x−1)2 + 1

6(x−1)3 + · · · ) =
x+ 1+ x+1

x−1 + x+1
2(x−1)2 + · · · ∼ x+ 2 jer x+1

x−1 → 1, dok svi kasniji sabirci te�e nuli. Sledi da je
asimptota y = x+ 2.

14. Funkcija f(x) = y je data jednaqinom yey = x. Aproksimirati funkciju f Maklorenovim
polinomom srepena 3.

Rexeǌe. Oqigledno je f(0) = 0. Na�imo prva tri izvoda. Imamo f ′(x) = dy
dx = 1

dx/dy = 1
(y+1)ey .

Daǉe, f ′′(x) = d( 1
(y+1)ey )/dx = d( 1

(y+1)ey )/dy ·
dy
dx = − y+2

(y+1)2ey · 1
(y+1)ey = − y+2

(y+1)3e2y . Najzad, f ′′′(x) =

d(− y+2
(y+1)3e2y )/dx = d(− y+2

(y+1)3e2y )/dy ·
dy
dx = 2y2+8y+9

(y+1)5e3y .

Zamenom y = 0 (za x = 0) nalazimo f ′(0) = 1, f ′′(0) = −2 i f ′′′(0) = 9, pa tako dobijamo
Maklorenov polinom F3(x) = x− x2 + 3

2x
3.

Zadaci za ve�bu

15. Odrediti Tejlorov polinom stepena 10 za funkciju (a) f1(x) =
1

x2
; (b) f2(x) =

1

(2x− 1)2
, u

okolini taqke x = 1.

16. Koriste�i Maklorenov polinom stepena 5 za funkciju f(x) = ex/2, izraqunati pribli�no
f(1) =

√
e i proceniti grexku.

17. Odrediti Maklorenov polinom stepena 5 za funkciju f(x) = arctg x.

18. Odrediti Tejlorov polinom stepena 2 oko taqke x = 1 za f(x) =

√
x+

√
x

2
.

19. Odrediti Maklorenov polinom stepena 3 za f(x) =
sin

√
2x√

2x
.



20. Na�i konstante a i b tako da va�i f(x) =
1− x

1− 2x− 3x2
=

a

1 + x
+

b

1− 3x
za sve x. Zatim razviti

funkciju f(x) u (beskonaqan) Maklorenov red.

21. Na�i konstante a, b i c tako da va�i f(x) = (1 − cosx)2 = a + b cosx + c cos 2x. Zatim razviti
funkciju f(x) u (beskonaqan) Maklorenov red.

22. Koriste�i razvoje iz prethodna dva zadatka, izraqunati lim
x→0

1−x
1−2x−3x2 − 1

1−x − 4x2 − 12x3

(1− cosx)2
.

23. Na�i kose (ili horizontalne) asimptote funkcije f(x) = (2x+ 1)e
√

x
x3+1 .

24. Na�i kose (ili horizontalne) asimptote funkcije f(x) = x2(π − 2 arctg x).

25. Na�i kose (ili horizontalne) asimptote funkcije f(x) = x2(ln(x+ 1)− lnx).

Rexeǌa

15. f1(x) = 1− 2(x− 1) + 3(x− 1)2 − 4(x− 1)3 + · · ·+ 11(x− 1)10 =
∑10

k=0(−1)k(k + 1)(x− 1)k;
f2(x) = 1− 2 · 2(x− 1)+3 · 22(x− 1)2− 4 · 23(x− 1)3+ · · ·+11 · 210(x− 1)10 =

∑10
k=0(k+1)(−2)k(x− 1)k.

16. f(x) = 1 +
∑5

k=1
1

2k·k!x
k, f (6)(x) = 1

26 e
x/2 ⇒ f(1) ≈ 1, 6487, R5(1) <

1
25·6! < 5 · 10−5.

17. x− 1
3x

3 + 1
5x

5.

18. 1 + 3
8 (x− 1)− 13

128 (x− 1)2.

19. 1− 1
3x+ 1

30x
2 − 1

630x
3.

20. f(x) = 1−x
1−2x−3x2 = 1/2

1+x + 1/2
1−3x =

∑∞
k=0

3k+(−1)k

2 xk = 1 + x+ 5x2 + 13x3 + 41x4 + · · · .

21. (1− cosx)2 = 3
2 − 2 cosx+ 1

2 cos 2x =
∑∞

k=1(−1)k 22k−1−2
(2k)! x2k = 1

4x
4 − 1

24x
6 + · · · .

22. limx→0

1−x

1−2x−3x2 − 1
1−x−4x2−12x3

(1−cos x)2 = limx→0
(1+x+5x2+13x3+41x4+··· )−(1+x+x2+x3+x4+··· )−4x2−12x3

1
4x

4+··· =

limx→0
40x4+···
1
4x

4+··· = 160.

23. y = 2x+ 3 za x → +∞ i y = 2x− 1 za x → −∞.

24. y = 2x.

25. y = x− 1
2 .


