
1. kolokvijum iz Matematike 3 (smene 4, 5 i 6) 12.11.2014.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe jednaqine

xy′′′ + 3y′′ = x2 + 2x+ 2.

Rexeǌe. Uvedimo smenu

y′′ = z,

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija. Tada je

y′′′ = z′,

pa se polazna jednaqina svodi na

xz′ + 3z = x2 + 2x+ 2.

Ako prethodni izraz podelimo sa x, dobijamo
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,

xto predstavǉa linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda
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, Q(x) = x+ 2 + 2
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). ǋeno opxte rexeǌe je
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pa je

y′′ =
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+
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Kako je y′′ = dy′

dx
, iz prethodnog izraza, nakon mno�eǌa sa dx, imamo

dy′ =
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a odavde, nakon integracije i sre�ivaǌa izraza, dobijamo
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Sliqno, kako je y′ = dy
dx
, iz prethodnog izraza, nakon mno�eǌa sa

dx, imamo
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i opet, nakon integracije i sre�ivaǌa izraza, dobijamo
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xto predstavǉa opxte rexeǌe polazne jednaqine.
2. Odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ + 4y =
1

cos2 x
.

Rexeǌe. Data jednaqina je nehomogena linearna diferencijalna
jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Odgovara-
ju�a homogena jednaqina glasi

y′′ + 4y = 0,

dok je karakteristiqna jednaqina

k2 + 4 = 0.

Rexeǌa karakteristiqne jednaqine su k1/2 = ±2i. Ako izaberemo
pozitivan predznak, dobijamo fundamentalni sistem rexeǌa ho-
mogene jednaqine koji qine funkcije y1 = cos(2x) i y2 = sin(2x).
Stoga je opxte rexeǌe homogene jednaqine

yh = c1 cos(2x) + c2 sin(2x).



Za odre�ivaǌe opxteg rexeǌa nehomogene jednaqine koristimo
Lagran�ovu metodu varijacije proizvoǉnih konstanti. Opxte
rexeǌe nehomogene jednaqine tra�imo u obliku

y = c1(x) cos(2x) + c2(x) sin(2x).

Prvo formiramo Lagran�ov sistem jednaqina:

c′1(x) cos(2x) + c′2(x) sin(2x) = 0

−2c′1(x) sin(2x) + 2c′2(x) cos(2x) =
1

cos2 x
.

Ako prvu jednaqinu pomno�imo sa 2 sin(2x), drugu sa cos(2x), a za-
tim ih saberemo, dobijamo

2c′2(x) =
cos(2x)

cos2 x
,

odakle sledi
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2 cos2 x

pa je
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∫
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)
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2
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Iz prve jednaqine Lagran�ovog sistema je

c′1(x) = −c′2(x)
sin(2x)

cos(2x)
= −cos(2x)

2 cos2 x
· 2 sinx cosx

cos(2x)
= − sinx

cosx
,

pa je

c1(x) =

∫
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∫
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{
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}
=
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t

= ln |t|+ k1 = ln | cosx|+ k1.

Najzad, opxte rexeǌe polazne jednaqine je



y = (ln | cosx|+ k1) cos(2x) +

(
x− tgx

2
+ k2

)
sin(2x).

3. Odrediti partikularno rexeǌe sistema

dx

dt
+ x− y − z = 0

dy

dt
− x+ y − z = 0

dz

dt
− x− y − z = 0

koje ispuǌava uslove

x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0.

Rexeǌe. Zapiximo dati sistem u obliku

ẋ = −x + y + z

ẏ = x − y + z

ż = x + y + z.

Diferenciraǌem prve jednaqine po t dobijamo

ẍ = −ẋ+ ẏ + ż

= −(−x+ y + z) + (x− y + z) + (x+ y + z)

= 3x− y + z.

Diferenciraǌem prethodnog izraza po t imamo

...
x = 3ẋ− ẏ + ż

= 3(−x+ y + z)− (x− y + z) + (x+ y + z)

= −3x+ 5y + 3z.

Ovim postupkom dobili smo sistem

ẋ = −x + y + z

ẍ = 3x − y + z
...
x = −3x + 5y + 3z.



Kako bismo iz prethodnog sistema eliminisali (na primer) y,
saberimo prve dve jednaqine, a zatim pomno�imo drugu jednaqinu
sa 5 i dodajmo je tre�oj. Dobijamo

ẋ+ ẍ = 2x + 2z

5ẍ+
...
x = 12x + 8z.

Mno�eǌem prve jednaqine sa −4 i dodavaǌem drugoj eliminixemo
z i imamo

−4ẋ+ ẍ+
...
x = 4x,

odnosno

...
x + ẍ− 4ẋ− 4x = 0,

xto predstavǉa jednu homogenu linearnu diferencijalnu jedna-
qinu tre�eg reda sa konstantnim koeficijentima. ǋena karakte-
ristiqna jednaqina glasi

k3 + k2 − 4k − 4 = 0,

a rexeǌa karakteristiqne jednaqine su k1 = −2, k2 = −1 i k3 = 2.
Odavde dobijamo fundamentalni sistem rexeǌa koji qine funk-
cije y1 = e−2t, y2 = e−t i y3 = e2t, pa sledi

x = c1e
−2t + c2e

−t + c3e
2t.

Odavde je

ẋ = −2c1e−2t − c2e
−t + 2c3e

2t,

pa je

ẍ = 4c1e
−2t + c2e

−t + 4c3e
2t.

Iz

ẋ+ ẍ = 2x+ 2z

sledi



z =
1

2
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1

2
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=
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2
(4c1e
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2
(−2c1e−2t − c2e
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2t)

−(c1e−2t + c2e
−t + c3e

2t)

= −c2e−t + 2c3e
2t.

Iz prve jednaqine sistema je

y = ẋ+ x− z

= (−2c1e−2t − c2e
−t + 2c3e

2t) + (c1e
−2t + c2e

−t + c3e
2t)

−(−c2e−t + 2c3e
2t)

= −c1e−2t + c2e
−t + c3e

2t.

Uvrxtavaǌem uslova

x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0

u prethodno dobijeno opxte rexeǌe sistema

x = c1e
−2t + c2e

−t + c3e
2t

y = −c1e−2t + c2e
−t + c3e

2t

z = −c2e−t + 2c3e
2t,

dobijamo sistem

1 = c1 + c2 + c3

0 = −c1 + c2 + c3

0 = −c2 + 2c3,

qije je rexeǌe

c1 =
1

2
, c2 =

1

3
, c3 =

1

6
.

Zamenom dobijenih c1, c2 i c3 u opxte rexeǌe dolazimo do tra�e-
nog partikularnog rexeǌa
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1. kolokvijum iz Matematike 3 (smene 4, 5 i 6) 12.11.2014.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe jednaqine

xy′′′ − 3y′′ = x2 − 4x+ 5.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 1. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija opxte rexeǌe

y = c1x
5 − x4

12
+

x3

3
− 5x2

6
+ c2x+ c3.

2. Odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ + 4y =
1

sin2 x
.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 2. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija opxte rexeǌe

y = (k1 − ln | sinx|) cos(2x) +
(
k2 −

ctgx

2
− x

)
sin(2x).

3. Odrediti partikularno rexeǌe sistema

dx

dt
+ x− y − z = 0

dy

dt
− x− y − z = 0

dz

dt
− x− y + z = 0

koje ispuǌava uslove

x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 3. zadatku grupe 1, s
tim xto y i z zamene uloge. Na kraju se dobija tra�eno partiku-
larno rexeǌe
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