
Matematika 3 - januarski rok
20.1.2018. – grupa A

1. Na�i opxte rexeǌe x(t), y(t) sistema

{
x′ = 3x− 2y + cos t,

y′ = 5x− 3y.

2. Odrediti vektorske linije vektorskog poǉa A⃗ = (x, 3y − z, z − x − 3y). Za koju vrednost parametra a je
poǉe v⃗ × A⃗ vrtlo�no, gde je v⃗ = (1, a, 1)?

3. Neka je S deo povrxi z = x2 + xy + y2 u oblasti y > x > 0 koji le�i unutar cilindra x2 + y2 = 1.

Izraqunati integral
∫∫

S

y2 − x2

x2 + y2
dS.

4. Na�i zapreminu tela zadatog uslovima −1 6 xy 6 1, −1 6 xz 6 1 i −1 6 yz 6 1 u koordinatnom prostoru.

Matematika 3 - januarski rok
20.1.2018. – grupa B

1. Na�i opxte rexeǌe x(t), y(t) sistema

{
x′ = −3x+ 5y,

y′ = −2x+ 3y + cos t.

2. Odrediti vektorske linije vektorskog poǉa A⃗ = (3x − z, y, z − 3x − y). Za koju vrednost parametra a je
poǉe v⃗ × A⃗ vrtlo�no, gde je v⃗ = (a, 1, 1)?

3. Neka je S deo povrxi z = x2 + xy + y2 u oblasti x > y > 0 koji le�i unutar cilindra x2 + y2 = 1.

Izraqunati integral
∫∫

S

x2 − y2

x2 + y2
dS.

4. Na�i zapreminu tela zadatog uslovima −1 6 xy 6 1, −1 6 xz 6 1 i −1 6 yz 6 1 u koordinatnom prostoru.

Kratka rexeǌa
ne tvrdim da su bezgrexna

1. Grupa A. Imamo x′′ = 3x′ − 2y′ − sin t = 3(3x − 2y + cos t) − 2(5x − 3y) − sin t = −x + 3 cos t − sin t, tj. x′′ +
x = 3 cos t − sin t. Homogeno rexeǌe ove jednaqine je xh = C1 cos t + C2 sin t, a partikularno ima oblik
xp = t(A cos t+ B sin t). Poxto je tada x′′

p + xp = 2B cos t− 2A sin t, sledi da je A = 1
2 , B = 3

2 i x = xp + xh =

( 12 t+ C1) cos t+ ( 32 t+ C2) sin t.

Prve jednaqina sistema daje y = 1
2 (3x− x′ + cos t) = 6C1−2C2+1

4 cos t+ ( 52 t+
6C2+2C1−3

4 ) sin t.

Grupa B. U odnosu na grupu A, zameǌena su mesta x i y. U ovom sluqaju dobija se x′′ + x = 5 cos t, te je
x = C1 cos t+ ( 52 t+ C2) sin t, dok je y = 1

5 (x
′ + 3x) = t+6C1+2C2

2 cos t+ 3t+6C2−2C1+1
2 sin t.

2. Grupa B. Vektorske linije odre�ujemo rexavaǌem sistema dx
3x−z = dy

y = dz
z−3x−y = dt. Kao prvo, dt =

dx+dy+dz
(3x−z)+y+(z−3x−y) =

dx+dy+dz
0 , pa je dx+dy+dz = 0, tj. x+y+z = C1. Daǉe, z = C1−x−y, pa prva jednakost

u sistemu postaje dx
4x+y−C1

= dy
y , tj. dx

dy = 4x+y−C1

y = 4
y · x+ (1− C1

y ). Ovo je linearna jednaqina po x = x(y)

qije je rexeǌe 12x+ 4y − 3C1 = C2y
4, tj. 9x+y−3z

y4 = C2.

Osim toga, v⃗ × A⃗ = (−3x− 2y + z, (3a+ 3)x+ ay − z,−3x+ ay + z) i div(v⃗ × A⃗) = a− 2, xto je nula za a = 2 i
tada je poǉe vrtlo�no.

Grupa A. Zameǌena mesta x i y: dakle, x + y + z = C1 i x+9y−3z
x4 = C2. Poǉe je vrtlo�no za a = 2 jer je

div(v⃗ × A⃗) = div(ax+ (3a+ 3)y − z,−2x− 3y + z, ax− 3y + z) = a− 2.

3. Grupa A. Imamo z′x = 2x+y, z′y = x+2y i dS =
√
1 + z′x

2 + z′y
2dxdy =

√
1 + 5x2 + 5y2 + 8xy dxdy. Uvodimo po-

larne koordinate: x = r cosφ, y = r sinφ, y2−x2

x2+y2 = sin2 φ− cos2 φ = − cos 2φ i dS = r
√

1 + 5r2 + 4r2 sin 2φdrdφ.
Granice za r i φ odre�ujemo iz uslova: r 6 1 i y > x > 0 ⇒ sinφ > cosφ > 0 ⇒ π

4 6 φ 6 π
2 .

Sada se tra�eni integral svodi na I = −
∫ 1

0
dr

∫ π/2

π/4

√
1 + 5r2 + 4r2 sin 2φ r cos 2φ dφ. Unutraxǌi integral

je
∫ π/2

π/4

√
1 + 5r2 + 4r2 sin 2φr cos 2φdφ =

∣∣∣t=1+5r2+4r2 sin 2φ
dt=8r2 cos 2φ dφ

∣∣∣= 1
8r

∫ 1+5r2

1+9r2

√
tdt = 1

12r

(
(1 + 5r2)3/2 − (1 + 9r2)3/2

)
, tako

da je I = 1
12

[∫ 1

0
1
r (1 + 9r2)3/2dr −

∫ 1

0
1
r (1 + 5r2)3/2dr

]
=
∣∣∣ t=r2

dt=2r dr

∣∣∣= 1
24

[∫ 1

0
(1 + 9t)3/2 dt

t −
∫ 1

0
(1 + 5t)3/2 dt

t

]
. Konaqno

rexeǌe je 1
36

(
13

√
10− 9

√
6 + 3 ln

(
1 +

√
6
)
− 3 ln

(
1 +

√
10
))

≈ 0,513908.

Grupa B. Zameǌena mesta x i y, isto rexeǌe.



4. Qitava kocka −1 6 x, y, z 6 1 pripada posmatranom telu, a ǌena zapremina je 8. Ostaje da izmerimo deo
tela van ove kocke.

Neka je Vx+ deo tela u oblasti x > 1, a Vx− deo tela u oblasti x < −1. Sliqno definixemo i delove tela
Vy+, Vz+, Vy−, Vz−. Nikoja dva od ovih xest delova nemaju preseqnih taqaka: ako je npr. x > 1 i y > 1,
onda je xy > 1. Sada odredimo ǌihove zapremine. Za dato x > 1 va�i − 1

x < y, z < 1
x , tj. popreqni presek

tela je zapravo kvadrat stranice 2
x i povrxine 4

x2 . Tako je zapremina dela Vx+ jednaka
∫∞
1

4dx
x2 = 4. Iste

zapremine imaju i preostalih pet delova. Prema tome, zapremina celog tela je V = 8 + 6 · 4 = 32.

Drugo rexeǌe. Zbog simetrije, dovoǉno je izraqunati zapreminu V dela tela u oblasti x > y > 0, z > 0
i rezultat pomno�iti sa 16. Poxto je xy 6 1, za 0 < x 6 1 granice za y su 0 6 y 6 x, a za 1 < x < ∞
granice za y su 0 6 y 6 1

x . Tako�e, poxto je 1 > xz > yz, granice za z su 0 6 z 6 1
x . Prema tome,

V =
∫ 1

0
dx

∫ x

0
dy

∫ 1/x

0
dz +

∫∞
1

dx
∫ 1/x

0
dy

∫ 1/x

0
dz =

∫ 1

0
dx

∫ x

0
1
xdy +

∫∞
1

dx
∫ 1/x

0
1
xdy =

∫ 1

0
1dx+

∫∞
1

1
x2 dx = 2. Dakle,

ukupna zapremina tela je 16× 2 = 32.


