Drugi kolokvijum iz Matematike 3

1. Odrediti vrednost divergencije vektorskog polja F = e, a € R.

Resenje. Imamo
VE =V (7e™) = V(Fe®) + V(Fed™) = e Vi 4 Ve = 3e* + fe® aVr

—

=e* (3 + ow{) = e (3 + ar).
r

7{ Fdr,
C

gde je C kriva odredjena presekom cilindra 22 + 4> = 1 iravni —x +y + 2 = 0.

2. Odrediti vrednost izraza

ResSenje. Paramterizaciju krive je najjednostavnije nac¢i koriste¢i ¢injenicu da se kriva u xy-
ravni projektuje u kruznicu. Zakljuéujemo da je z = cost, y = sint, t € [0,27). Nalazimo
da je jednacina cilindra zadovoljena. Iz jednacine ravni nalazimo z = x — y = cost — sint.

Sledi

2m
]{ FdF:/ (cost(—sint) +sintcost + (cost — sint)(—sint — cost))dt
c 0
2 2
= —/ (cos®t —sin®t)dt = —/ cos 2tdt = 0.
0 0

3. Odrediti vrednost zapremine tela koje je ograni¢eno ravnima x = 0, x = 1, y = 0, y = 2,
z =01 povrsi z = e’ siny.
Resenje. Cela oblast se u xy ravni projektuje ravni u pravougaonik [0, 1] x [0,27] = D
Odavde nalazimo

1 27 ™ 21
V= // |z|dzdy = / exd:v/ |siny|dy = (e—1) (/ sin ydy —/ sinydy) =4(e—1).
Doy 0 0 0 ™
4. Odrediti vrednost izraza
JI] =
1%

gde je V oblast koja se nalazi u preseku sfere z2 + 3% + 2
z > +/x? + y? i poluprostora = < y.

Resenje. Najjednostavnije je zadatak resiti koriséenjem sfernih koordinata. Povrs na kojoj
je 8 = const je konus, mi za granicu oblasti imamo konus z = /22 + y2. Povrs na kojoj je
@ = const je poluravan koja je normalna na xy ravan i kojoj je granica z, nasa oblast ima za
granicu dve poluravni obe opisane jednacinom x = y, konacno povrs na kojoj je konstatno
r je povrs sfere sa centrom u koordinatnom pocetku, sto je takodje granica oblasti. Odavde
nalazimo da su granice u polarnim koordinatama 6 € [0,7/4], ¢ € [r/4,57/4], i r € [0,1].
Tako da dobijamo

5m/4 w/4 1 T
/// zdV :/ dgo/ cosGsin@dQ/ ridr = —.
1% /4 0 0 16

Moguce je zadatak resSiti i primenom cilindri¢nih koordinata. Prava koja je paralelna z-
osi prodire oblast po povrsi konusa z = /2% + y?, a izlazi iz oblasti po povrsi sfere z =

Ty

2 < 1, unutradnjosti konusa



/1 —x?—y2 Projekcija oblasti na xy ravan se dobija eliminacijom promenljive z iz
jednacine konusa i jednacine sfere

2 2

=a'+y’, 'ty =

1
1— 2 2 = -
=y ==z 5

Dakle, D,, je krug poluprecnika v2/2, koji uz dodatni uslov 2 < y, postaje polukrug sa
granicom x = y. Dobijamo

Vi-a?—y? 1
///de:// d:pdy/ zdz:—// drdy(l — 2* —y* — 2° — o)
Day Vot 2J)Jp

zy

2 4
;/““d /mr(l_w)d_z L(va) _2(va)) _ =
20 ) 212\ 2 4\ 2 16



Drugi kolokvijum iz Matematike 3

1. Odrediti vrednost rotora vektorskog polja F = fefr, g eR.

Resenje. Imamo
V x (Fe") =V x (7e”) + V x (7efr) = "'V x 7 — 7 x Ve

7
=0 — 7 x Vr = =7 x — = 0.
r

7{ rdr,
C

gde je C kriva odredjena presekom cilindra 22 + y? = 1 iravni 2 — y + z = 0.

2. Odrediti vrednost izraza

ResSenje. Paramterizaciju krive je najjednostavnije na¢i koriste¢i ¢injenicu da se kriva u xy-
ravni projektuje u kruznicu. Zakljuéujemo da je x = cost, y = sint, t € [0,27). Nalazimo
da je jednacina cilindra zadovoljena. Iz jednacine ravni nalazimo z = y — x = sint — cost.

Sledi

2m
7{ FdF:/ (cost(—sint) +sintcost + (sint — cost)(cost + sint))dt
c 0
27 27
= —/ (cos®t — sin®t)dt = —/ cos 2tdt = 0.
0 0

3. Odrediti vrednost zapremine tela koje je ograni¢eno ravnima z =0, x = 1, y = 0, y = 27,
z =01 povrsi z = e* cosy.
Resenje. Cela oblast se projektuje u zy ravni u pravougaonik [0, 1] x [0, 27] = D,,,. Odavde
nalazimo

1 2 w/2 3m/2
V:// ]z\dxdy:/ exdx/ | cosy|dy = (e—1) / cosydy—/ cosydy | = 4(e—1).
Dy 0 0 —7/2 w/2
4. Odrediti vrednost izraza
I
1%

gde je V oblast odredjena presekom sfere 22 +y2+2% < 1, unutrasnjosti konusa z > /2 + 12
i poluprostorom x > y.

Resenje. Najjednostavnije je zadatak resiti koris¢enjem sfernih koordinata. Povrs na kojoj
je 8 = const je konus, mi za granicu oblasti imamo konus z = /22 + y2. Povrs na kojoj
je ¢ = const je poluravan koja je normalna na xy ravan i kojoj je granica z osa, nasa
oblast ima za granicu dve poluravni obe opisane jednac¢inom x = y. Konacno povrs na kojoj
je konstatno 7 je povrs sfere sa centrom u koordinatnom pocetku, sto je takodje granica
oblasti. Odavde nalazimo da su granice u sfernim koordinatama zadate sa 6 € [0,7/4],
¢ € [-3n/4,7/4],1ir €[0,1]. Tako da dobijamo

w/4 w/4 1 T
/// zdV :/ dcp/ cos@sin&d@/ r3dr = —.
1% —37/4 0 0 16

Moguce je zadatak resSiti i primenom cilindri¢nih koordinata. Prava koja je paralelna z-
osi prodire oblast po povrsi konusa z = /2% + y?, a izlazi iz oblasti po povrsi sfere z =



/1 —x?—y2 Projekcija oblasti na xy ravan se dobija eliminacijom promenljive z iz
jednacine konusa i jednacine sfere

2 2

=a'+y’, 'ty =

1
1— 2 2 = -
=y ==z 5

Dakle, D,, je krug poluprecnika v2/2, koji uz dodatni uslov 2 > y, postaje polukrug sa
granicom x = y. Dobijamo

Vi-a?—y? 1
///de:// dxdy/ ZdZ:—// drdy(l — 2* — y* — 2% — %)
Day Vo y? 2JJp

zy

2 4
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