
3. kolokvijum iz Matematike 3 (smene 4, 5 i 6) 21.1.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Izraqunati ∫∫∫
T

xdxdydz,

gde je

T =
{

(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 16, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≥ 0, x ≤ y
}
.

Rexeǌe. Nakon uvo�eǌa sfernih koordinata

x = ρ sin θ cosϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cos θ,

telo T se transformixe u telo

U =
{

(ρ, ϕ, θ) : 1 ≤ ρ2 ≤ 16, ρ sin θ cosϕ ≤ 0, ρ sin θ sinϕ ≤ 0,

ρ cos θ ≥ 0, ρ sin θ cosϕ ≤ ρ sin θ sinϕ} ,

odnosno, ako iskoristimo ρ > 0 i sin θ > 0 (jer je 0 < θ < π), imamo

U = {(ρ, ϕ, θ) : 1 ≤ ρ ≤ 4, cosϕ ≤ 0, sinϕ ≤ 0, cos θ ≥ 0, cosϕ ≤ sinϕ} ,

odakle dobijamo granice

ρ |41 , ϕ |
5π
4
π , θ |

π
2
0 .

Odgovaraju�i jakobijan je

J = ρ2 sin θ.

Daǉe je

∫∫∫
T

xdxdydz =

∫∫∫
U

ρ sin θ cosϕ · ρ2 sin θdϕdθdρ

=

∫ 5π
4

π

cosϕdϕ

∫ π
2

0

sin2 θdθ

∫ 4

1

ρ3dρ

= − 1√
2
· π

4
· 255

4
= −255π

√
2

32
.



2. Izraqunati ∫∫
Γ

(1 + z)dS,

gde je Γ konaqni deo povrxi z = 2 +
√
x2 + y2 koji iseca povrx

x2 + y2 = y.

Rexeǌe. Iz jednaqine konusa z = 2+
√
x2 + y2 sledi

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

i
∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

, pa je nakon sre�ivaǌa

dS =

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
√

2dxdy.

Daǉe je

I =

∫∫
Γ

(1 + z)dS =

∫∫
G

(1 + 2 +
√
x2 + y2) ·

√
2dxdy

=
√

2

∫∫
G

(3 +
√
x2 + y2)dxdy,

qime smo tra�eni povrxinski integral prve vrste sveli na dvo-
struki integral po oblasti G, pri qemu G predstavǉa projekciju
povrxi Γ na Oxy ravan. Zapravo, to je oblast

G : x2 + y2 ≤ y.

Nakon uvo�eǌa polarnih koordinata

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

oblast G se transformixe u oblast

D : ρ2 ≤ ρ sinϕ,

odnosno, poxto je ρ > 0,

D : ρ ≤ sinϕ.

Odavde sledi

ρ |sinϕ0 , ϕ |π0



(kako je ρ > 0 i ρ ≤ sinϕ, to mora biti sinϕ > 0). Odgovaraju�i
jakobijan je

J = ρ.

Daǉe imamo

I =
√

2

∫∫
D

(3 + ρ) · ρdϕdρ =
√

2

∫ π

0

dϕ

∫ sinϕ

0

(3ρ+ ρ2)dρ

=
√

2

∫ π

0

[
3
ρ2

2
+
ρ3

3

]∣∣∣∣sinϕ
0

=
√

2

(
3

2

∫ π

0

1− cos 2ϕ

2
dϕ+

1

3

∫ π

0

(1− cos2 ϕ) sinϕdϕ

)
= · · · = (27π + 16)

√
2
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3. Primenom Stoksove formule izraqunati cirkulaciju vektor-
skog poǉa

~A = (z − y, x− z, y − x)

du� linije preseka povrxi x2 + y2 = 1 i x + z = 1, u pozitivnom
smeru posmatrano sa pozitivnog dela z-ose (z > 2015).
Rexeǌe. Tra�enu cirkulaciju raqunamo kao



LC( ~A) =

∮
C

(z − y)dx+ (x− z)dy + (y − x)dz =

{
Stoksova

formula

}

=

∫∫
Γ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
z − y x− z y − x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫∫
Γ

(
∂

∂y
(y − x)− ∂

∂z
(x− z)

)
dydz

−
(
∂

∂x
(y − x)− ∂

∂z
(z − y)

)
dzdx

+

(
∂

∂x
(x− z)− ∂

∂y
(z − y)

)
dxdy

=

∫∫
Γ

(1 + 1) dydz − (−1− 1) dzdx+ (1 + 1) dxdy

= 2

∫∫
Γ

dydz + dzdx+ dxdy,

gde je sa C oznaqena elipsa koja se nalazi u preseku cilindra
x2 + y2 = 1 i ravni x+ z = 1, dok je Γ povrx ome�ena elipsom C.
Zbog pozitivne orijentacije posmatrano sa pozitivnog dela z-ose
biramo implicitni oblik jednaqine x+ z = 1 tako da z ima pozi-
tivan predznak:

F (x, y, z) = x+ z − 1 = 0.

Odavde je vektor normale

~n =

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)
= (1, 0, 1),

dok je jediniqni vektor normale

~n1 =
~n

|~n|
=

(1, 0, 1)√
12 + 02 + 12

=
(1, 0, 1)√

2
.

Daǉe je

LC( ~A) = 2

∫∫
Γ

~n1 ◦ (1, 1, 1)dS = 2

∫∫
Γ

(1, 0, 1)√
2
◦ (1, 1, 1)dS = 2

√
2

∫∫
Γ

dS.



Iz z = 1− x sledi
∂z

∂x
= −1 i

∂z

∂y
= 0, pa je

dS =

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy =
√

2dxdy,

odakle sledi

LC( ~A) = 2
√

2

∫∫
G

√
2dxdy = 4

∫∫
G

dxdy = 4P (G),

gde je G projekcija povrxi Γ na Oxy ravan. U ovom zadatku to je
unutraxǌost (ukǉuquju�i i granicu) kru�nice

G : x2 + y2 ≤ 1,

pa je P (G) povrxina kruga

P (G) = 12π = π,

odakle sledi

LC( ~A) = 4π.



3. kolokvijum iz Matematike 3 (smene 4, 5 i 6) 21.1.2015.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Izraqunati ∫∫∫
T

ydxdydz,

gde je

T =
{

(x, y, z) : 4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0, x ≥ y
}
.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 1. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija ∫∫∫

T

ydxdydz = −65π
√

2

32
.

2. Izraqunati ∫∫
Γ

(1− z)dS,

gde je Γ konaqni deo povrxi z = 2 −
√
x2 + y2 koji iseca povrx

x2 + y2 = x.
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 2. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija ∫∫

Γ

(1− z)dS =
(16− 9π)

√
2

36
.

3. Primenom Stoksove formule izraqunati cirkulaciju vektor-
skog poǉa

~A = (y − z, z − x, x− y)

du� linije preseka povrxi x2 + y2 = 1 i y + z = 1, u pozitivnom
smeru posmatrano sa pozitivnog dela z-ose (z > 2015).
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 3. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija

LC( ~A) = −4π.


