
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

1. Opxte diferencijalne jednaqine

U opxtem sluqaju, diferencijalna jednaqina reda n je jednaqina oblika

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, (1)

gde je F neka funkcija po promenǉivoj x, nepoznatoj funkciji y i ǌenim izvodima y′, . . . , y(n).

Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine obiqno zavisi od n slobodnih konstanti C1, C2, . . . , Cn.
Moжemo ga dobiti u nekom od slede�ih oblika:

◦ eksplicitni oblik: y = f(x;C1, . . . , Cn);

◦ implicitni oblik: f(x, y;C1, . . . , Cn) = 0;

◦ parametarski oblik: x = g(t;C1, . . . , Cn), y = h(t;C1, . . . , Cn).

Najzad, ponekad postoje i rexeǌa koja se ne uklapaju u opxte ni za koji izbor slobodnih konstanti
C1, . . . , Cn (qak ni beskonaqnih). Ta rexeǌa zovemo singularnim i obiqno se pojave onda kada u
procesu rexavaǌa jednaqine delimo neqim xto moжe biti nula. Ispitivaǌe singularnih rexeǌa
je van programa ovog kursa.

Primer 1. Opxte rexeǌe jednaqine y′2 = y je y = 1
4 (x+ C)2.

Zaista, imamo dy/dx = y′ = ±√
y i odatle dx = ±dy/

√
y, xto integracijom daje x+ C = ±2

√
y.

Me�utim, funkcija y = 0 je tako�e rexeǌe, a ne dobija se ni za jedan izbor konstante C. To
je singularno rexeǌe.

Jednaqine u kojima ne uqestvuje y ili x

U ovim sluqajevima odgovaraju�im smenama sniжavamo red date jednaqine (1) za 1.

◦ Sluqaj 1. Pretpostavimo da u (1) ne uqestvuje funkcija y, mada uqestvuju izvodi y′, . . . , y(n).

Tada smena z(x) = y′(x) svodi jednaqinu na novu jednaqinu reda n− 1.

Primer 2. Rexiti jednaqinu y′ = xy′′.

Rexeǌe. Smenom z = y′ dobijamo z = xz′ = xdz/dx, xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim:
dz/z = dx/x. Integracija daje ln |z| = ln |x| + C, tj. |z/x| = eC , odakle je y′ = z = C0x za neku
konstantu C0. Jox jedna integracija daje konaqno y =

∫

y′dx = C1x
2 + C2, gde su C1(=

1
2C0) i

C2 proizvoǉne konstante.

Primer 3. Rexiti jednaqinu y′3 − y′ = x.

Rexeǌe. Ovo je primer jednaqine koja se rexava parametarski. Oznaqimo y′ = t, tako da je t3−t = x.
Tada je dx = (3t2+1)dt, pa imamo y =

∫

y′dx =
∫

t(3t2+1)dt = 3
4 t

4+ 1
2 t

2+C. Dobili smo rexeǌe
u parametarskom obliku: (x, y) = (t3 − t, 3

4 t
4 + 1

2 t
2 + C).

◦ Sluqaj 2. Pretpostavimo da u (1) ne uqestvuje promenǉiva x, mada uqestvuju funkcija y i

ǌeni izvodi po x: y′, . . . , y(n).



U ovom sluqaju nastojimo da se otarasimo promenǉive x. ǋe nema u jednaqini, ali se pojavǉuje
ǌen diferencijal dx. Naime, y′ = dy/dx, y′′ = d( dydx)/dx itd.

Zato �emo y proglasiti za novu promenǉivu, a y′ za nepoznatu funkciju po y: y′ = z(y). Kako
je dx = dy/z, izvodi funkcije y po x vixeg reda mogu se izraziti preko y, z i izvoda z′, z′′, . . . po
y. Zaista,

y′′ =
dy′

dx
=

dz

dx
= z · dz

dy
= zz′, y′′′ =

dy′′

dx
=

d(zz′)

dx
= z · d(zz

′)

dy
= z · (zz′)′ = z(zz′′ + z′

2
), itd.

Primer 4. Rexiti jednaqinu y′′ = y′(1− 2y).

Rexeǌe. Smenom y′ = z(y) data jednaqina postaje zz′ = z(1 − 2y), xto je jednaqina sa razdvojenim
promenǉivim: dz = (1− 2y)dy. Integracija daje y′ = z = y− y2+C, tj. dx = dy

y−y2+C . Ponovnom

integracijom dobijamo x =
∫

dy
y−y2+C = − 1

C1
arctg 2y−1

2C1
+ C′, gde je C1 =

√

−C − 1
4 .

Konaqno, y = 1
2 − C1 tg (C1x+ C2), gde je C2 = C1C

′.

Formiraǌe jednaqine na osnovu opxteg rexeǌa

...Dato je rexeǌe, na�i zadatak...

Neka je data familija funkcija y = f(x;C1, . . . , Cn) sa n slobodnih konstanti C1, . . . , Cn. Oqeku-
jemo da diferencijalna jednaqina koja opisuje ovu familiju (tj. qije je ona opxte rexeǌe) ima
stepen n. Zato nalazimo prvih n izvoda. Iz ǌih moжemo izraziti konstante Ci preko y i ǌenih
izvoda, na osnovu qega �emo dobiti odgovaraju�u diferencijalnu jednaqinu.

Primer 5. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = C1(x+ 1) + C2
√
x.

Rexeǌe. Traжena jednaqina ima�e red 2.

Nalazimo y′ = C1 +
C2

2
√
x
i y′′ = − C2

4x
√
x
. Iz posledǌe jednakosti je C2 = −4y′′x

√
x, a zatim iz

pretposledǌe C1 = y′+2y′′x. Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo y = (x+1)(y′+2y′′x)−4y′′x,
tj. 2(x2 − x)y′′ + (x+ 1)y′ − y = 0.

Zadaci

1. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = x+C1

x+C2
.

Rexeǌe. Traжena jednaqina ima�e red 2, pa zato nalazimo y′ = − C1−C2

(x+C2)2
i y′′ = 2(C1−C2)

(x+C2)3
. Deǉeǌem

ove dve jednakosti eliminixemo C2: x+ C2 = − 2y′

y′′
. Odatle je C1 − C2 = −(x+ C2)

2y′ = − 4y′3

y′′2 .

Sada ubacivaǌe u prvu jednakost daje y = 1 + C1−C2

x+C2
= 1 + 2y′2

y′′
, tj. (y − 1)y′′ = 2y′2.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ey + y′ = 0.

Rexeǌe. Smenom y′ = z(y) i y′′ = z(y)z′(y) dobijamo zz′ey + z = 0, tj. z′(y) = −e−y. Sledi z =
∫

z′dy = e−y + C1, tj. dy/dx = y′ = e−y + C1, xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim:
dx = dy/(e−y+C1). Integracija daje x = 1

C1
ln(1+C1e

y)+C, xto se moжe ekvivalentno zapisati

kao y = ln eC1x+C2−1
C1

, gde je C2 = −CC1.

3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′+y′2+2xy′3 = e2yy′3 uz poqetne uslove y(0) = 0, y′(0) = −1.
Nije zabraǌeno koristiti smenu x = x(y).

Rexeǌe. Napiximo datu jednaqinu kao jednaqinu po x = x(y): kako je y′ = dy
dx = 1

dx/dy = 1
x′

i

y′′ = d(y′)
dx = d(1/x′)

dx = d(1/x′)
dy ·(dxdy )−1 = − x′′

x′2 · 1
x′

= − x′′

x′3 , data jednaqina postaje − x′′

x′3 +
1
x′2 +

2x
x′3 = e2y

x′3 ,

tj. x′′−x′−2x = −e2y. Homogeno rexeǌe ove jednaqine je xh(y) = C1e
2y+C2e

−y, a partikularno
ima oblik xp(y) = Aye2y. Lako nalazimo A = − 1

3 , te je x = xp + xh = (− 1
3y + C1)e

2y + C2e
−y.

Najzad, za x = 0 vaжi y = 0, y′ = 1
x′

= 1, odakle dobijamo x(0) = C1 + C2 = 0 i x′(0) =

2C1 − 1
3 + C2 = 1. Sledi C1 = 4

3 i C2 = − 4
3 , dakle x = 4−y

3 e2y − 4
3e

−y.



2. Linearne diferencijalne jednaqine

Linearne diferencijalne jednaqine su jednaqine oblika

L(y) = y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = b(x), (2)

gde su koeficijenti a1, . . . , an i b funkcije po x. Ona je homogena ako je b(x) ≡ 0, tj.

L(y) = y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = 0. (3)

Primetimo da je funkcional L linearan, tj. L(C1y1 + · · · + Ckyk) = C1L(y1) + · · · + CkL(yk).
Prema tome, ako su funkcije y1, . . . , yk rexeǌe homogene jednaqine (3), onda je to i funkcija y =
C1y1 + · · ·+ Ckyk, za ma koje konstante C1, . . . , Ck.

Ako je yp jedno rexeǌe nehomogene jednaqine (2), onda je L(y− yp) = L(y)−L(yp) = b(x)− b(x) = 0.
Drugim reqima, y − yp je rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine (3).

• Opxte rexeǌe jednaqine (3) reda n ima oblik

y = C1y1 + C2y2 + · · ·+ Cnyn,

gde y1, y2, . . . , yn predstavǉaju n linearno nezavisnih rexeǌa. Za ovih n rexeǌa kaжemo da
qine fundamentalni sistem rexeǌa.

• Opxte rexeǌe jednaqine (2) ima oblik

y = yp + yh, (4)

gde je yp jedno (tzv. partikularno) rexeǌe te jednaqine, a y = yh = C1y1 + · · · + Cnyn opxte
homogeno rexeǌe - tj. opxte rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine (3)

Konstante C1, . . . , Cn su proizvoǉne. One se mogu odrediti poqetnim (ili Koxijevim) uslovima,
tj. kada su zadate vrednosti funkcije i/ili ǌenih izvoda u nekim taqkama.

Xta bexe linearna nezavisnost?

◦ Funkcije y1, . . . , yn su linearno nezavisne ako ne postoje konstante C1, . . . , Cn koje nisu sve
nula takve da je y = C1y1 + · · ·+ Cnyn = 0.

Za date n− 1 puta diferencijabilne funkcije y1, y2, . . . , yn, determinanta Vronskog je

W (y1, . . . , yn) =











y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

...
. . .

...

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n











.

• Funkcije y1, . . . , yn su linearno nezavisne ako ǌihova determinanta Vronskog W (y1, . . . , yn)
nije konstantno nula.

Primer 6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 3y′ + 2y = 1.

Rexeǌe. Odmah vidimo da je jedno partikularno rexeǌe yp = 1
2 .

Homogena rexeǌa potraжi�emo u obliku y = eλx. Tada je y′ = λeλx i y′′ = λ2eλx, te je
y′′ − 3y′ + 2y = (λ2 − 3λ+ 2)eλx, xto je nula ako i samo ako je λ = 1 ili λ = 2. Dakle, y1 = ex i
y2 = 2x su homogena rexeǌa.

Uverimo se da su ova dva homogena rexeǌa linearno nezavisna: ǌihova determinanta Vron-

skog je W =

[

y1 y2
y′1 y′2

]

=

[

ex e2x

ex 2e2x

]

= e3x 6≡ 0. Dakle, yh = C1e
x + C2e

2x.

Prema tome, opxte rexeǌe date jednaqine je y = yp + yh = 1 + C1e
x + C2e

2x.



Linearna jednaqina sa jednim poznatim rexeǌem

Opxte rexeǌe homogene jednaqine (3) odre�eno je sa n linearno nezavisnih rexeǌa. Pret-
postavimo da nam je poznato samo jedno rexeǌe, npr. y1. Uvo�eǌem smene y = y1z data jednaqina
se svodi na jednaqinu po novoj funkciji z, reda maǌeg za 1.

Primer 7. Rexiti jednaqinu y′′ − 2y′ + y = 0.

Rexeǌe. Kao u prethodnom primeru, potraжimo rexeǌe u obliku y = eλx. Dobi�emo y′′ − 2y′ + y =
(λ2 − 2λ+ 1)eλx, xto je nula samo za λ = 1. Dakle, jedno rexeǌe je y1 = ex, a koje je drugo?

Uvodimo smenu y = exz. Kako je y′ = ex(z′+z) i y′′ = ex(z′′+2z′+z), imamo 0 = y′′−2y′+y = exz′′,
odakle je z′′ = 0. Sledi da je z = C1 + C2x i, konaqno, y = (C1 + C2x)e

x, xto je opxte rexeǌe
date jednaqine.

(Mogu� odgovor na pitaǌe “a koje je drugo?” bio bi y2 = xex.)

Pretpostavimo da imamo opxtu homogenu linearnu jednaqinu drugog reda

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

qije nam je jedno rexeǌe y1 poznato. Zamenom y = y1z, y′ = y1z
′ + y′1z i y′′ = y1z

′′ + 2y′1z
′ + y′′1 z

dobijamo

0 = y1z
′′ + 2y′1z

′ + y′′1 z + p(x)(y1z
′ + y′1z) + q(x)y1z

= y1z
′′ + (2y′1 + p(x)y1)z

′ + (y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1)z = y1z
′′ + (2y′1 + p(x)y1)z

′

(primetimo da je y′′1 +p(x)y′1+ q(x)y1 = 0 jer je y1 rexeǌe), xto je jednaqina prvog reda po funkciji
u = z′. ǋeno rexeǌe je u = C2e

−
∫
p dx/y21, odakle nalazimo z =

∫

udx. Dobijamo opxte rexeǌe u
obliku

y = y1

(

C1 + C2

∫

e−
∫
p dx

y21
dx

)

.

Ovo je specijalan sluqaj Liuvilove formule.

Homogena linearna jednaqina sa konstantnim koeficijentima

Data je diferencijalna jednaqina

L(y) = y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0. (5)

Ispitajmo za koje λ je funkcija y = eλx rexeǌe ove jednaqine. Kako je y(k) = λkeλx, imamo L(y) =
P (λ)eλx, gde je

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an (6)

karakteristiqni polinom jednaqine (5). Dakle, y = eλx je rexeǌe ove jednaqine ako i samo ako je
λ nula polinoma (6).

Xta vixe, ako je λ nula polinoma (6) sa vixestrukox�u r (tj. (x − λ)r deli polinom P (x)),
onda su

eλx, xeλx, x2eλx, . . . , xr−1eλx

rexeǌa jednaqine (5).

Ovo ostaje na snazi i ako su λ = a± bi kompleksni koreni karakteristiqnog polinoma (oni uvek
dolaze u paru). Me�utim, u tom sluqaju je

y = eλx = eax(cos bx± i sin bx)

kompleksno rexeǌe jednaqine (5), pa zato umesto ǌih qesto uzimamo

y1 = Re y = eax cos bx i y1 = ±Im y = eax sin bx

kao realna rexeǌa.



Primer 8. Rexiti jednaqine:

(a) y′′′ − 7y′ + 6y = 0,
(b) y(4) − y′′ − 2y′ + 2y = 0,
(v) y(7) + 2y(5) + y′′′ = 0.

Rexeǌe. (a) Karakteristiqni polinom je P (λ) = λ3 − 7λ+6 = (λ− 1)(λ− 2)(λ+3). Dakle, fundamen-
talni sistem rexeǌa qine funkcije y1 = eλ1x = ex, y2 = eλ2x = e2x i y3 = eλ3x = e−3x, a opxte
rexeǌe je y = C1e

x + C2e
2x + C3e

−3x.

(b) Karakteristiqni polinom je P (λ) = λ4 − λ2 − 2λ + 2 = (λ − 1)2(λ2 + 2λ + 2), a ǌegove nule su
λ = −1± i i dvostruka λ = 1.

− Dvostrukoj nuli λ = 1 odgovaraju rexeǌa eλx i xeλx, tj. ex i xex.

− Paru kompleksnih nula λ = −1 ± i (xto je a ± bi za a = −1 i b = 1) odgovaraju rexeǌa
e−x cosx i e−x sinx.

Opxte rexeǌe je y = (C1 + C2x)e
x + e−x(C3 cosx+ C4 sinx).

(v) Karakteristiqni polinom je P (λ) = λ7 − 2λ5 + λ3 = λ3(λ2 + 1)2, a ǌegove nule su λ = 0 sa
vixestrukox�u 3 i λ = ±i sa vixestrukostima 2.

− Trostrukoj nuli λ = 0 odgovaraju rexeǌa eλx, xeλx, x2eλx, tj. 1, x, x2.

− Dvostrukim kompleksnim nulama λ = ±i (xto je a±bi za a = 0 i b = 1) odgovaraju rexeǌa
cosx, x cosx, sinx, x sinx.

Opxte rexeǌe je y = C1 + C2x+ C3x
2 + (C4 + C5x) cos x+ (C6 + C7x) sinx.

Metod neodre�enih koeficijenata

Pretpostavimo da nam je data nehomogena linearna jednaqina sa konstantim koeficijentima

L(y) = y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = b(x). (7)

S obzirom na (4), uspexno rexavaǌe ovakve rexeǌe zahteva nalaжeǌe opxteg homogenog rexeǌa,
koje sada umemo da na�emo, kao i jednog partikularnog rexeǌa. U nekim specijalnim sluqajevima
oblik partikularnog rexeǌa se moжe pogoditi. Jedan takav sluqaj je kada je b(x) zbir nekoliko
funkcija oblika xkeax cos bx ili xkeax sin bx.

• Neka je u jednaqini (7) funkcija b(x) oblika

eαx(P1(x) cos βx + P2(x) sin βx),

gde su P1 i P2 polinomi stepena ne ve�eg od k. Tada se partikularno rexeǌe jednaqine moжe
na�i u obliku

y = xseαx(Q1(x) cos βx+Q2(x) sin βx),

gde su Q1 i Q2 tako�e polinomi stepena ne ve�eg od k, a s je vixestrukost korena α + βi u
karakteristiqnom polinomu jednaqine.

Primer 9. Rexiti jednaqine:

(a) y′′ − 4y′ + 3y = (x− 1)e2x,
(b) y′′ + y = cosx,
(v) y′′′ − 3y′ + 2y = ex + e−2x + e3x.

Rexeǌe. (a) Karakteristiqni polinom je T (x) = x2 − 4x+ 3 = (x− 1)(x − 3), pa je homogeno rexeǌe
jednaqine yh = C1e

x + C2e
3x.

S druge strane, α = 2, β = 0 i P1(x) = x − 1 (nema polinoma P2), odakle je k = degP1 = 1.
Najzad, α + βi nije nula karakteristiqnog polinoma (tj. to ,,je“ nula vixestrukosti 0),
te je s = 0. Prema tome, partikularno rexeǌe traжimo u obliku yp = x0e2x(Q1(x) cos 0x +
Q2(x) sin 0x) = Q1(x)e

2x, gde je Q1(x) = A+Bx polinom stepena najvixe k = 1.

Ostaje da odredimo A i B. Kako je yp = (Bx+A)e2x, y′p = (2Bx+2A+B)e2x i y′′p = 4(Bx+A+B)e2x,
imamo (x− 1)e2x = y′′p − 4y′p + 3yp = (−Bx−A)e2x, odakle je B = −1, A = 1 i yp = (1 − x)e2x.

Opxte rexeǌe je y = yp + yh = (1− x)e2x + C1e
x + C2e

3x.



(b) Karakteristiqni polinom je T (x) = x2 + 1 = (x + i)(x − i), a homogeno rexeǌe yh = C1 cosx +
C2 sinx.

U ovom sluqaju je α = 0, β = 1, P1(x) = 1 i P2(x) = 0, te je k = 0, xto znaqi da su Q1(x) = A i
Q2(x) = B konstante. Kako je α + βi = i jednostruka nula polinoma T (x), imamo s = 1. Zato
partikularno rexeǌe traжimo u obliku yp = x(A cosx+B sinx).

Najzad, cosx = y′′p + yp = 2B cosx− 2A sinx, odakle je B = 1
2 i A = 0, tj. yp = 1

2x sinx.

Opxte rexeǌe je y = yp + yh = C1 cosx+ (12x+ C2) sinx.

(v) Homogeno rexeǌe je yh = (C1 + C2x)e
x + C3e

−2x.

U ovom sluqaju yp je zbir tri partikularna rexeǌa:

− yp1
- partikularno rexeǌe jednaqine y′′′ − 3y′ + 2y = ex,

− yp2
- partikularno rexeǌe jednaqine y′′′ − 3y′ + 2y = e−2x,

− yp3
- partikularno rexeǌe jednaqine y′′′ − 3y′ + 2y = e3x.

Daǉe postupamo na ve� opisan naqin. Ova tri partikularna rexeǌa imaju oblike yp1
=

Ax2ex, yp2
= Bxe−2x i yp3

= Ce3x. Nalazimo A = 1
6 , B = 1

9 i C = 1
20 .

Opxte rexeǌe je y = yp1
+ yp2

+ yp3
+ yh = 1

6x
2ex + 1

9xe
−2x + 1

20e
3x.

Metod varijacije konstante

Ovaj metod je jaqi od metoda neodre�enih koeficijenata, jer ne zahteva specijalan oblik desne
strane u (7). Xta vixe, on moжe da se koristi i ako koeficijenti a1, . . . , an nisu konstantni -
pod uslovom da smo u staǌu da na�emo opxte homogeno rexeǌe. S druge strane, raqun je qesto
pipaviji.

Pretpostavimo da nam je poznato opxte homogeno rexeǌe yh = C1y1+C2y2+ · · ·+Cnyn jednaqine
(7). I partikularno rexeǌe yp moжe da se zapixe u ovakvom obliku, ali C1, . . . , Cn ne�e biti
konstante:

yp = C1(x)y1 + C2(x)y2 + · · ·+ Cn(x)yn. (8)

Sada su C1, C2, . . . , Cn nepoznate funkcije - dakle, umesto jedne nepoznate funkcije imamo ih n. S
druge strane, za ovih n funkcija imamo n − 1 stepeni slobode. Dakle, kako je y′p = C1y

′
1 + C2y

′
2 +

· · ·+ Cny
′
n + C′

1y1 + C′
2y2 + · · ·+ C′

nyn, imamo pravo da nametnemo uslov

C′
1y1 + C′

2y2 + · · ·+ C′
nyn = 0.

Pod ovim uslovom je y′p = C1y
′
1+C2y

′
2+· · ·+Cny

′
n i y′′p = C1y

′′
1+C2y

′′
2+· · ·+Cny

′′
n+C′

1y
′
1+C′

2y
′
2+· · ·+C′

ny
′
n.

Name�emo novi uslov
C′

1y
′
1 + C′

2y
′
2 + · · ·+ C′

ny
′
n = 0.

Sada je y′′p = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + · · ·+ Cny

′′
n, itd. Ponavǉaju�i postupak n− 1 put, nametnu�emo uslov

C′
1y

(n−2)
1 + C′

2y
(n−2)
2 + · · ·+ C′

ny
(n−2)
n = 0,

qime �emo dobiti y
(n−1)
p = C1y

(n−1)
1 +C2y

(n−1)
2 + · · ·+Cny

(n−1)
n i y

(n)
p = C1y

(n)
1 +C2y

(n)
2 + · · ·+Cny

(n)
n +

[C′
1y

(n−1)
1 + C′

2y
(n−1)
2 + · · ·+ C′

ny
(n−1)
n ]. Najzad,

b(x) = L(y) = C′
1y

(n−1)
1 + C′

2y
(n−1)
2 + · · ·+ C′

ny
(n−1)
n .

Prema tome:

• Funkcije C1, C2, . . . , Cn u (8) mogu se odrediti rexavaǌem sistema jednaqina:































C′
1y1 +C′

2y2 + · · · + C′
nyn = 0,

C′
1y

′
1 +C′

2y
′
2 + · · · + C′

ny
′
n = 0,

· · · · · · · · ·
C′

1y
(n−2)
1 +C′

2y
(n−2)
2 + · · · + C′

ny
(n−2)
n = 0,

C′
1y

(n−1)
1 +C′

2y
(n−1)
2 + · · · + C′

ny
(n−1)
n = b(x).

Primer 10. Rexiti jednaqinu y′′ + y = tg x.



Rexeǌe. Opxte homogeno rexeǌe je yh = C1 cosx+ C2 sinx. Zato rexeǌe date jednaqine traжimo u
obliku y = C1(x) cos x+C2(x) sinx. Funkcije C1 i C2 nalazimo rexavaǌem sistema po C′

1 i C′
2:

{

C′
1(x) cos x+ C′

2(x) sin x = 0,

−C′
1(x) sinx+ C′

2(x) cos x = tg x.

Dobijamo C′
1(x) = − sin2 x

cosx i C′
2(x) = sinx. Integracijom sledi C1(x) = sinx + 1

2 ln
∣

∣

∣

1−sin x
1+sin x

∣

∣

∣
+ A i

C2(x) = − cosx+B, gde su A i B proizvoǉne konstante.

Prema tome, y = C1(x) cos x+C2(x) sinx = 1
2 ln

∣

∣

∣

1−sin x
1+sin x

∣

∣

∣
cosx+A cosx+B sinx, xto je opxte rexeǌe

date jednaqine.

Ojlerova jednaqina

To je jednaqina oblika

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + · · ·+ an−1xy

′ + any = b(x),

gde su a1, . . . , an konstante. Smenom x = et i y(x) = y(et) = z(t) ova jednaqina se svodi na linearnu
sa konstantnim koeficijentima. Naime, vaжi dx = etdt, te je

y′ =
dy

dx
= e−t dy

dt
= e−tz′, y′′ =

d(y′)

dx
= e−t d(y

′)

dt
= e−2t(z′′ − z′), itd,

gde z′, z′′, . . . predstavǉaju izvode po novoj promenǉivoj t. Tako dobijamo

y = z, xy′ = z′, x2y′′ = z′′ − z′, x3y′′′ = z′′′ − 3z′′ + 2z′, . . . , (9)

i uopxte, xny(n) = Pn(
d
dt )z, gde je Pn(ξ) = ξ(ξ − 1)(ξ − 2) · · · (ξ − n+ 1).

Primer 11. Rexiti jednaqine:

(a) x2y′′ + xy′ + y = 0,
(b) (2x+ 1)2y′′ + y =

√
4x+ 2.

Rexeǌe. (a) Smenom x = et i y(x) = y(et) = z(t) svodimo jednaqinu na (z′′−z′)+z′+z = 0, tj. z′′+z = 0.
ǋeno opxte rexeǌe je z = C1 cos t+ C2 sin t, ali t = lnx, dakle y = C1 cos lnx+ C2 sin lnx.

(b) Datu jednaqinu zapisujemo u obliku 4(x + 1
2 )

2y′′ + y = 2
√

x+ 1
2 . U ovom sluqaju koristimo

smenu x + 1
2 = et i y(x) = z(t). Formule (9) sada glase (x + 1

2 )y
′ = z′ i (x + 1

2 )
2y′′ = z′′ − z′.

Jednaqina postaje 4z′′ − 4z′ + z = 2et/2.

Opxte rexeǌe posledǌe jednaqine je z = (14 t
2 + C1t + C2)e

t/2, xto s obzirom na t = ln(x + 1
2 )

najzad daje y =
(

1
4 ln

2(x + 1
2 ) + C1 ln(x+ 1

2 ) + C2

)

√

x+ 1
2 .

Zadaci

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′+ y′− 6y = ex, a zatim na�i ono rexeǌe koje zadovoǉava
uslove y(0) = y′(0) = 1.

Rexeǌe. Karakteristiqni polinom je T (λ) = λ2 + λ− 6 = (λ− 2)(λ− 3), pa je homogeno rexeǌe date
jednaqine yh = C1e

2x + C2e
3x.

Partikularno rexeǌe traжimo jednostavno kao yp = Aex i nalazimo A = − 1
4 , tako da je opxte

rexeǌe y = yp + yh = − 1
4e

x + C1e
2x + C2e

3x.

Poqetni uslovi daju y(0) = − 1
4 + C1 + C2 = 1 i y′(0) = − 1

4e
x + 2C1 + 3C2 = 1, odakle lako

nalazimo C1 = 5
2 i C2 = − 5

4 . Traжeno rexeǌe je y = − 1
4e

x + 5
2e

2x − 5
4e

3x.

2. Na�i rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y′′ − 3y′ + y = ex−1 koje zadovoǉava uslove y(1) =
y′(1) = 1.

Rexeǌe. Karakteristiqni polinom je T (λ) = 2λ2 − 3λ + 1 = 2(λ − 1)(λ − 1
2 ), pa je homogeno rexeǌe

date jednaqine y = C1e
x + C2e

x/2.



Desna strana date jednaqine je 1
ee

x, pa partikularno rexeǌe traжimo u obliku yp = Axex.
Ubacivaǌem y′ = A(x + 1)ex i y′′ = A(x + 2)ex dobijamo A = 1

e , tj. yp = x
e e

x. Dakle, opxte

rexeǌe je y = yp + yh = (xe + C1)e
x + C2e

x/2.

Sada iz poqetnih uslova imamo y(1) = (1 + C1e) + C2e
1/2 = 1 i y′(1) = (2 + C1e) +

1
2C2e

1/2 = 1,
odakle dobijamo C1 = − 2

e i C2 = 2√
e
.

Prema tome, konaqno rexeǌe je y = (x− 2)ex−1 + 2e
x−1

2 .

3. Na�i ono rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′+9y = sinx sin 2x koje zadovoǉava uslove y(0) = 1
i y′(0) = 0.

Rexeǌe. Karakteristiqni polinom date jednaqine je T (λ) = λ2 + 9 sa nulama ±3i, pa je homogeno
rexeǌe yh = C1 cos 3x+ C2 sin 3x. Kako je desna strana jednaqine sinx sin 2x = 1

2 cosx − 1
2 cos 3x,

partikularno rexeǌe delimo na dva dela: yp1
za jednaqinu y′′+9y = 1

2 cosx i yp2
za jednaqinu

y′′ + 9y = − 1
2 cos 3x.

Rexeǌe yp1
traжimo u obliku yp1

= A1 cosx+A2 sinx i nalazimo A1 = 1
16 i A2 = 0

Rexeǌe yp2
traжimo u obliku yp2

= B1x cos 3x+B2x sin 3x i nalazimo B1 = 0 i B2 = − 1
12 .

Prema tome, opxte rexeǌe je y = yp1
+ yp2

+ yh = C1 cos 3x+ (− 1
12x+ C2) sin 3x+ 1

16 cosx.

Najzad, iz y(0) = C1 + 1
16 = 1 i y′(0) = 3C2 = 0 dobijamo C1 = 15

16 , C2 = 0 i y = 15
16 cos 3x −

1
12x sin 3x+ 1

16 cosx.

4. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine x2y′′ + xy′ − y = x

Rexeǌe. Ovo je Ojlerova jednaqina i rexavamo je smenom x = et i y = z(t). Poxto je xy′ = z′

i x2y′′ = z′′ − z′, dobijamo linearnu jednaqinu s konstantnim koeficijentima z′′ − z = et.
Karakteristiqni polinom je λ2 − 1 = (λ− 1)(λ+1), pa je homogeno rexeǌe dobijene jednaqine
zh = C1e

t + C2e
−t.

Partikularno rexeǌe traжimo u obliku zp = Atet i nalazimo ga za A = 1
2 . Sledi da je

z = zp + zh = (12 t+ C1)e
t + C2e

−t. Vra�aǌem t = lnx dobijamo y = (12 lnx+ C1)x+ C2

x .

5. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (x − 1)y′′ − 2xy′ + 4y = x − 1. Da li je y = 8λx

rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine za neko λ?

Rexeǌe. Da proverimo da li je y1 = 8λx homogeno rexeǌe: imamo y1 = eµx, gde je µ = λ ln 8, i tada
je y′1 = µeµx, y′′1 = µ2eµx i (x−1)y′′1 −2xy′1+4y1 = [µ2(x−1)−2µx+4]eµx = [(µ2−2µ)x− (µ2−4)]eµx,
a to je nula samo kada je µ2 − 2µ = µ2 − 4 = 0, tj. za µ = 2; tada je λ = 2/ ln 8 i y1 = e2x.

Sada Liuvilova formula daje drugo homogeno rexeǌe: y2 = 2x2 − 2x + 1. Partikularno
rexeǌe traжimo u obliku linearnog polinoma i nalazimo yp = 2x−1

4 .

Opxte rexeǌe je y = 2x−1
4 + C1e

2x + C2(2x
2 − 2x+ 1).

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 2y′ tg x − 2y = 1. Nije zabraǌeno koristiti smenu
z = y cosx.

Rexeǌe. Koristi�emo ono xto nije zabraǌeno: ako je y = z
cosx , onda je y′ = z′ cosx+z sin x

cos2 x i odatle

y′′ = z′′ cos2 x+2z′ cosx sin x+z(2−cos2 x)
cos3 x . Tako jednaqina y′′ − 2y′ tg x− 2y = 1 nakon sre�ivaǌa (ispi-

xite, pa se uverite!) postaje linearna sa konstantnim koeficijentima: z′′ − z = cosx.

Partikularno rexeǌe je zp = − 1
2 cosx, homogeno je zh = C1e

x + C2e
−x, pa tako dobijamo z =

zp + zh i y = z
cosx = − 1

2 + C1 · ex

cosx + C2 · e−x

cosx .

7. Na�i rexeǌe jednaqine 2y′2 − yy′′ = y2(xy − 1) uz uslov y(0) = y′(0) = 1. Prolazi li smena
y = 1/z?

Rexeǌe. Koristi�emo ponu�enu smenu: ima�emo y′ = −z−2z′ i y′′ = 2z−3z′2− z−2z′′. Zamenom u datu
jednaqinu dobijamo 2z−4z′2− 2z−4z′2+ z−3z′′ = z−2(xz−1− 1) i, nakon mnoжeǌa sa z3, z′′+ z = x.
Ovu jednaqinu lako rexavamo: z = x+ C1 cosx+ C2 sinx.

Poqetni uslovi y(0) = 1
z(0) = 1 i y′(0) = − z′(0)

z(0)2 = 1 daju z(0) = C1 = 1 i z′(0) = 1 + C2 = −1, pa

je C1 = 1 i C2 = −2. Sledi y = 1
x+cosx−2 sin x .



8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2xy′′ + y′ + y = x korix�eǌem smene z(x) = y(x2).

Rexeǌe. Ako je z(x) = y(x2), onda je z′(x) = 2xy′(x2) i z′′(x) = 4x2y′′(x2) + 2y′(x2).

Ako u jednaqini 2xy′′ + y′ + y = x zamenimo x sa x2, dobijamo 2x2y′′(x2) + y′(x2) + y(x2) = x2,
tj. 1

2z
′′(x) + z(x) = x2. To je jednaqina sa konstantnim koeficijentima koju umemo da reximo:

zh(x) = C1 sin(
√
2x) +C2 cos(

√
2x) i zp(x) = x2 − 1, dakle z(x) = x2 − 1 +C1 sin(

√
2x) +C2 cos(

√
2x).

Najzad, y(x) = z(
√
x) = x− 1 + C1 cos

√
2x+ C2 sin

√
2x.

9. Na�i opxte rexeǌe jednaqine (14 + e−2x)y′′ + y′ + y = 0 ako je poznato da ono ima oblik
y(x) = (C1+C2x)y0(x), gde je y0(x) jedno partikularno rexeǌe, a C1 i C2 proizvoǉne konstante.

Rexeǌe. Oznaqimo P = 1
4 + e−2x. Po uslovu, y = y0 i y = xy0 su rexeǌa diferencijalne jednaqine

Py′′ + y′ + y = 0. Imamo (xy0)
′ = xy′0 + y0 i (xy0)

′′ = xy′′0 + 2y′0. Prema tome, Py′′0 + y′0 + y0 = 0 i
P (xy0)

′′+(xy0)
′+xy0 = xPy′′0 +(2P +x)y′0+(x+1)y0 = 0. Kada od druge jednaqine oduzmemo prvu

pomnoжenu sa x, dobijamo 2Py′0+y0 = 0, xto je obiqna jednaqina sa razdvojenim promenǉivim.
Sada je −2dy0

y0
= dx

P , a odatle integracijom −2 ln |y0| =
∫

dx
1
4
+e−2x = 2 ln(e2x + 4) + const, te je

y0 = C
e2x+4 .

Prema tome, opxte rexeǌe jednaqine iz zadatka je y = C1+C2x
e2x+4 .



3. Sistemi diferencijalnih jednaqina

Ovde se bavimo sistemima prvog reda sa n nepoznatih funkcija y1(x), y2(x), . . . , yn(x):



















y′1 = F1(y1, y2, . . . , yn, x),

y′2 = F2(y1, y2, . . . , yn, x),

· · ·
y′n = Fn(y1, y2, . . . , yn, x),

gde su Fi(t1, t2, . . . , tn+1) za i = 1, . . . , n date diferencijabilne funkcije po n+ 1 promenǉivih.

Jedan naqin na koji se moжe pristupiti rexavaǌu ovakvih sistema je metod eliminacije.
Imamo

y′′1 =
d

dx
F1(y1(x), y2(x), . . . , yn(x), x)

=
∂F1

∂t1
· y′1 +

∂F1

∂t2
· y′2 + · · ·+ ∂F1

∂tn
· y′n +

∂F1

∂tn+1

=
∂F1

∂t1
· F1 +

∂F1

∂t2
· F2 + · · ·+ ∂F1

∂tn
· Fn +

∂F1

∂tn+1
,

xto je funkcija po vrednostima x i y1(x), . . . , yn(x). Na isti naqin, svi izvodi vixeg reda mogu se
predstaviti u obliku nekih funkcija po vrednostima x i y1(x), . . . , yn(x). Ovako dobijamo sistem
n jednaqina iz kojeg se moжe eliminisati n− 1 nepoznatih vrednosti y2(x), . . . , yn(x), qime ostaje
diferencijalna jednaqina reda n po y1.

Primer 12. Rexiti sistem jednaqina

{

y′1 = y2 − x,

y′2 = 2y1/x
2.

Rexeǌe. Diferenciraǌe prve jednaqine daje y′′1 = y′2 − 1 = 2y1/x
2 − 1, tj. x2y′′1 − 2y1 = −x2.

Ovo je Ojlerova jednaqina po y1 qije je opxte rexeǌe y1 = − 1
3x

2 lnx+ C1x
2 + C2

x .

Konaqno, y2 = y′1 + x = − 2
3x lnx+ (2C1 − 1

3 )x− C2

x2 .

Sistem linearnih jednaqina sa konstantnim koeficijentima

Posmatrajmo sistem


















y′1 = a11y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn + b1(x),

y′2 = a21y1 + a22y2 + · · ·+ a2nyn + b2(x),

· · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + · · ·+ annyn + bn(x),

(10)

gde su y1, . . . , yn nepoznate funkcije po promenǉivoj x, a aij konstante. Ovaj sistem se metodom
eliminacije svodi na linearnu jednaqinu po y1 reda (najvixe) n sa konstantnim koeficijentima.

Primer 13. Rexiti sistem jednaqina po nepoznatim funkcijama x(t), y(t), z(t):











x′ = 3x+ 2y + 6z,

y′ = x+ 2y + 3z,

z′ = y + 6z.
Rexeǌe. Izrazi�emo prva tri izvoda funkcije x preko vrednosti x, y, z:

x′ = 3x+ 2y + 6z,

x′′ = 3x′ + 2y′ + 6z′ = 3(3x+ 2y + 6z) + 2(x+ 2y + 3z) + 6(y + 6z) = 11x+ 16y + 60z,

x′′′ = 11x′ + 16y′ + 60z′ = 11(3x+ 2y + 6z) + 16(x+ 2y + 3z) + 60(y + 6z) = 49x+ 114y+ 474z.

Iz prve jednakosti eliminixemo z = 1
6 (x

′ − 3x − 2y), qime druge dve jednaqine postaju x′′ =
10x′−19x−4y i x′′′ = 79x′−188x−44y. Zatim eliminixemo y = 1

4 (−x′′+10x′−19x), qime druga



jednaqina daje linearnu po x: x′′′ − 11x′′ + 31x′ − 21x = 0. ǋen karakteristiqni polinom je
T (λ) = λ3 − 11λ2 + 31λ− 21 = (λ− 1)(λ− 3)(λ− 7), pa je opxte rexeǌe x = C1e

t + C2e
3t + C3e

7t.

Sada nalazimo
y = 1

4 (−x′′ + 10x′ − 19x) = − 5
2C1e

t + 1
2C2e

3t + 1
2C3e

7t,

z = 1
6 (x

′ − 3x− 2y) = 1
2C1e

t − 1
6C2e

3t + 1
2C3e

7t.

Primer 14. Rexiti sistem jednaqina po nepoznatim funkcijama x(t), y(t):

{

x′ = 2x+ y + et,

y′ = 2x+ 3y + e−t.

Rexeǌe. Diferenciraǌe prve jednaqine daje x′′ = 2x′ + y′ + et = 2(2x+ y + et) + (2x+ 3y+ e−t) + et =
6x+ 5y + 3et + e−t. Eliminacijom y = x′ − 2x − et iz prve jednaqine dobijamo x′′ = 6x + 5(x′ −
2x− et) + 3et + e−t = 5x′ − 4x− 2et + e−t, tj. x′′ − 5x′ + 4x = e−t − 2et.

Opxte rexeǌe po x je x = (23 t+ C1)e
t + C2e

4t + 1
10e

−t.

Odavde nalazimo y = (− 2
3 t− C1 − 1

3 )e
t + 2C2e

4t − 3
10e

−t.

Sistem (10) se moжe zapisati u obliku homogene linearne diferencijalne jednaqine prvog reda
po vektorskoj funkciji ~y:

~y′ = A~y +B, gde je ~y =











y1
y2
...
yn











i A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann











, B =











b1
b2
...
bn











.

Homogen sistem ima oblik
~y′ = A~y. (11)

Ispitajmo za koje λ postoji konstantni nenula vektor ~v = [v1 v2 . . . vn]
T takav da je ~y = eλt~v rexeǌe

sistema (11). Kako je ~y′ = λeλt~v, sistem (11) se svodi na λeλt~v = Aeλt~v, tj.

(A− λI)~v = 0. (12)

Ova jednaqina po ~v ima netrivijalno rexeǌe ako i samo ako je det(A − λI) = 0. Za datu n × n
matricu A, izraz

χA(t) = (−1)n det(A− tI) = det(tI −A)

je moniqan polinom stepena n - karakteristiqni polinom matrice A. ǋegove nule se nazivaju
sopstvenim vrednostima matrice A. Prema tome, λ mora da bude sopstvena vrednost. Vektor ~v se
tada dobija kao netrivijalno rexeǌe jednaqine (12) - on se naziva sopstveni vektor matrice A.

Sistem jednaqina u simetriqnom obliku

Neka je sistem diferencijalnih jednaqina po nepoznatim x1, . . . , xn zadat u obliku

dx1

F1
=

dx2

F2
= · · · = dxn

Fn
, (13)

gde su F1, F2, . . . , Fn date funkcije po x1, . . . , xn. Ekvivalentan zapis istog sistema bio bi

dx2

dx1
=

F2

F1
,

dx3

dx1
=

F3

F1
, . . . ,

dxn

dx1
=

Fn

F1

ili parametarski, ako veliqinu u (13) oznaqimo sa dt,

x′
1 =

dx1

dt
= F1, x′

2 =
dx2

dt
= F2, . . . , x′

n =
dxn

dt
= Fn.

Rexeǌe ovakvog sistema qesto dobijamo u implicitnom ili parametarskom obliku. Implicitan
oblik bi podrazumevao n− 1 (razliqitih) veza izme�u veliqina x1, x2, . . . , xn.

Primer 15. Rexiti sistem jednaqina
dx

y2 − z2
=

dy

z2 − x2
=

dz

x2 − y2
.



Rexeǌe. Ako oznaqimo dx
y2−z2 = dt i uvedemo t kao parametar, imamo dx = (y2 − z2)dt, dy = (z2 − x2)dt

i dz = (x2 − y2)dt.

Sabiraǌem dobijamo dx + dy + dz = 0, odakle je x + y + z = C1 konstantno. S druge strane,
mnoжeǌem jednaqina sa x2, y2 i z2 dobijamo x2dx + y2dy + z2dz = [x2(y2 − z2) + y2(z2 − x2) +
z2(x2 − y2)]dt = 0, xto integracijom daje x3 + y3 + z3 = C2.

Tako smo dobili implicitno datu familiju rexeǌa:

{

x+ y + z = C1,

x3 + y3 + z3 = C2.

Zadaci

1. Rexiti sistem jednaqina







x′ = 3x+ 2y + 2z,
y′ = 2x+ 3y + 3z,
z′ = x+ y + z.

Rexeǌe. Diferenciraǌem prve jednaqine dobijamo x′′ = 3x′ +2y′ +2z′ = 3(3x+2y+2z) + 2(2x+3y+
3z)+2(x+y+z) = 15x+14y+14z i ve� odavde moжemo da napravimo diferencijalnu jednaqinu
po x: zamenom z = 1

2 (x
′ − 3x − 2y) sledi x′′ − 7x′ + 6x = 0 s karakteristiqnim polinomom

T (λ) = λ2 − 7λ+ 6 = (λ− 1)(λ− 6), te je x = C1e
t + C2e

6t.

Me�utim, y ne moжemo da izrazimo direktno, ve� samo diferencijalnom jednaqinom: y′ =
2x + 3y + 3z = 2x + 3y + 3

2 (x
′ − 3x − 2y) = 1

2 (3x
′ − 5x) = −C1e

t + 13
2 C2e

6t, odakle je y =
∫

y′dx =
−C1e

t + 13
12C2e

6t + C3. Najzad, z = 1
2 (x

′ − 3x− 2y) = 5
12C2e

6t − C3.

2. Na�i opxte rexeǌe x(t), y(t) sistema

{

x′ = 3x− 2y + cos t,

y′ = 5x− 3y.

Rexeǌe. Imamo x′′ = 3x′ − 2y′ − sin t = 3(3x − 2y + cos t) − 2(5x − 3y) − sin t = −x + 3 cos t − sin t, tj.
x′′ + x = 3 cos t− sin t. Homogeno rexeǌe ove jednaqine je xh = C1 cos t+C2 sin t, a partikularno
ima oblik xp = t(A cos t+B sin t). Poxto je tada x′′

p + xp = 2B cos t− 2A sin t, sledi da je A = 1
2 ,

B = 3
2 i x = xp + xh = (12 t+ C1) cos t+ (32 t+ C2) sin t.

Prva jednaqina sistema daje y = 1
2 (3x− x′ + cos t) = 6C1−2C2+1

4 cos t+ (52 t+
6C2+2C1−3

4 ) sin t.

3. Rexiti sistem jednaqina
dx

z − y
=

dy

xz + 1
=

dz

xy + 1
.

Rexeǌe. Oznaqimo dx
z−y = dt; tada je dx = (z− y)dt, dy = (xz+1)dt, dz = (xy+1)dt. Imamo ydy− zdz =

(y − z)dt = −dx, odakle integracijom dobijamo 2x+ y2 − z2 = C1.

Imamo i dy − xdx = (xy + 1)dt = dz, pa je x2 − 2y + 2z = C2.

4. Rexiti sistem jednaqina
dx

x3 + xyz
=

dy

2y3
=

dz

2y2z
.

Rexeǌe. Iz druge jednakosti je dy
y = dz

z i integracijom ln |y|− ln |z| = const, odakle je z
y = C1 za neku

konstantu C1.

Sada moжemo da eliminixemo z, pa prva jednakost postaje dx
x3+C1xy2 = dy

2y3 , tj.
dx
dy = x3+C1xy

2

2y3 .

Prepoznajemo homogenu jednaqinu i uvodimo smenu x = y · u i dx
dy = u + yu′, qime dobijamo

u+y du
dy = u3+C1u

2 , xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim: dy
y = 2du

u3+(C1−2)u . Integracija

daje ln y = 1
C1−2 ln | u2

u2+C1−2 | + const i odatle C2y
C1−2 = u2

u2+C1−2 . Vra�aǌem u = x
y i C1 = z

y

dobijamo konaqno C2y
z/y = x2y2

x2−2y2+yz .

Dakle, opxte rexeǌe je familija krivih

{

z = C1y,
x2y2

x2−2y2+yz = C2y
z/y.




