
Matematika 3 - pismeni deo ispita 9.2.2014.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Odrediti partikularno rexeǌe sistema

dx

dt
+ 2x+ y − sin t = 0

dy

dt
− 4x− 2y − cos t = 0

koje ispuǌava uslove

x(0) = 1, y(0) = 0.

Rexeǌe. Zapiximo dati sistem kao

ẋ+ 2x+ y − sin t = 0

ẏ − 4x− 2y − cos t = 0.

Diferenciraǌem prve jednaqine po t dobijamo

ẍ+ 2ẋ+ ẏ − cos t = 0,

odnosno, kada izrazimo ẋ i ẏ iz polaznih jednaqina,

ẍ+ 2(−2x− y + sin t) + (4x+ 2y + cos t)− cos t = 0,

odakle je

ẍ = −2 sin t.

Nakon prve integracije sledi

ẋ = 2 cos t+ c1,

a nakon druge integracije dobijamo

x = 2 sin t+ c1t+ c2.

Ako iz prve jednaqine polaznog sistema izrazimo y imamo

y = −ẋ− 2x+ sin t,

odnosno, posle zamene x i ẋ,

y = −3 sin t− 2 cos t− (2t+ 1)c1 − 2c2.
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Uvrxtavaǌem uslova

x(0) = 1, y(0) = 0,

u prethodno dobijeno opxte rexeǌe sistema

x = 2 sin t+ c1t+ c2

y = −3 sin t− 2 cos t− (2t+ 1)c1 − 2c2,

dobijamo sistem

1 = c2

0 = −2− c1 − 2c2,

qije je rexeǌe

c1 = −4, c2 = 1.

Zamenom dobijenih c1 i c2 u opxte rexeǌe dolazimo do tra�enog
partikularnog rexeǌa

x = 2 sin t− 4t+ 1

y = −3 sin t− 2 cos t+ 8t+ 2.

2. Odrediti divergenciju, rotor i vektorske linije vektorske
funkcije

r2
(
z ~i+ x ~k

)
,

gde je r intenzitet vektora polo�aja ~r proizvoǉne taqke u pro-
storu.
Rexeǌe. Kako bismo odredili divergenciju date vektorske funk-
cije iskoristimo

div
(
r2
(
z~i+ x~k

))
= gradr2 ·

(
z~i+ x~k

)
+ r2 div

(
z~i+ x~k

)
.

Odredimo prvo

gradr2 =

(
∂

∂x
(x2 + y2 + z2),

∂

∂y
(x2 + y2 + z2),

∂

∂z
(x2 + y2 + z2)

)
= (2x, 2y, 2z) = 2(x, y, z) = 2~r,
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a zatim

div
(
z~i+ x~k

)
= ∇ ·

(
z~i+ x~k

)
=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (z, 0, x)

=
∂

∂x
z +

∂

∂y
0 +

∂

∂z
x = 0 + 0 + 0 = 0.

Na osnovu prethodnog je

div
(
r2
(
z~i+ x~k

))
= 2~r ·

(
z~i+ x~k

)
+ r2 · 0 = 2(x, y, z) · (z, 0, x)+ 0 = 4xz.

Za odre�ivaǌe rotora koristimo

rot
(
r2
(
z~i+ x~k

))
= gradr2 ×

(
z~i+ x~k

)
+ r2 rot

(
z~i+ x~k

)
.

Ovde je

rot
(
z~i+ x~k

)
= ∇ ×

(
z~i+ x~k

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
z 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂

∂y
x− ∂

∂z
0

)
~i−

(
∂

∂x
x− ∂

∂z
z

)
~j +

(
∂

∂x
0− ∂

∂y
z

)
~k

= (0− 0)~i− (1− 1)~j + (0− 0)~k = ~0,

pa je daǉe

rot
(
r2
(
z~i+ x~k

))
= 2~r ×

(
z~i+ x~k

)
+ r2~0 = 2

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
x y z
z 0 x

∣∣∣∣∣∣+~0
= 2

(
xy~i+ (z2 − x2)~j − yz ~k

)
.

Vektorske linije odre�ujemo iz odgovaraju�eg sistema diferen-
cijalnih jednaqina u simetriqnom obliku

dx

r2z
=
dy

0
=

dz

r2x
,
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odnosno

dx

z
=
dy

0
=
dz

x
.

Na primer, u jednakosti

dx

z
=
dy

0

je imenilac u razlomku sa desne strane jednak 0, pa i brojilac
mora biti jednak 0, odnosno

dy = 0,

odakle sledi

c1 = y.

Iz jednakosti

dx

z
=
dz

x
imamo

x dx = z dz,

odakle nakon integracije dobijamo

c2 = x2 − z2.

Dakle, vektorske linije date vektorske funkcije su

c1 = y, c2 = x2 − z2.

3. Izraqunati krivolinijski integral∮
C

2(x2 + y2) dx+ (x+ y)2 dy,

gde je C trougao sa temenima A(2, 0), B(1, 2), C(1, 1).
Rexeǌe. Va�i
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I =

∮
C

2(x2 + y2)dx+ (x+ y)2dy =

{
Grinova
formula

}
=

∫∫
G

(
∂

∂x

(
(x+ y)2

)
− ∂

∂y

(
2(x2 + y2)

))
dxdy

=

∫∫
G

(2x+ 2y − 4y) dxdy = 2

∫∫
G

(x− y) dxdy,

gde je G oblast ome�ena trouglom C. Kako je y = 2(2−x) jednaqina
prave kroz taqke A i B, a y = 2 − x jednaqina prave kroz taqke A
i C, to su granice x|21, y|

2(2−x)
2−x , pa je

I = 2

∫ 2

1

dx

∫ 2(2−x)

2−x
(x− y)dy = 2

∫ 2

1

[
xy − y2

2

]∣∣∣∣2(2−x)
2−x

dx

=

∫ 2

1

(
−5x2 + 16x− 12

)
dx =

[
−5x

3

3
+ 16

x2

2
− 12x

]∣∣∣∣2
1

=
1

3
.

4. Izraqunati zapreminu tela

T =

{
(x, y, z) :

(
x2

4
+ y2 +

z2

9

)2

≤ x

2

}
.

Rexeǌe. Tra�enu zapreminu raqunamo kao

V =

∫∫∫
T

dxdydz.

Prelaskom na uopxtene sferne koordinate

x = 2ρ sin θ cosϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = 3ρ cos θ,

telo

T :

(
x2

4
+ y2 +

z2

9

)2

≤ x

2

transformixemo u telo

U : (ρ2)2 ≤ 2ρ sin θ cosϕ

2
,

odnosno
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U : ρ ≤ 3
√
sin θ cosϕ,

odakle dobijamo granice ρ |
3√sin θ cosϕ
0 , ϕ |π/2−π/2, θ |

π
0 (kako je ρ > 0 i

ρ < 3
√
sin θ cosϕ, mora biti i 3

√
sin θ cosϕ > 0, odnosno sin θ cosϕ > 0,

a kako je sin θ > 0 (jer θ ∈ (0, π)), to je cosϕ > 0, odnosno ϕ ∈
(−π/2, π/2)). Jakobijan je J = 2 · 3 · ρ2 sin θ = 6ρ2 sin θ. Daǉe je

V =

∫∫∫
U

6ρ2 sin θdρdϕdθ = 6

∫ π
2

−π
2

dϕ

∫ π

0

sin θdθ

∫ 3√sin θ cosϕ

0

ρ2dρ

= 6

∫ π
2

−π
2

dϕ

∫ π

0

sin θ

[
ρ3

3

]∣∣∣∣ 3√sin θ cosϕ

0

dθ

= 2

∫ π
2

−π
2

cosϕdϕ

∫ π

0

sin2 θdθ = 2 · 2 · π
2
= 2π.
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Matematika 3 - pismeni deo ispita 9.2.2015.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Odrediti partikularno rexeǌe sistema

dx

dt
− 2x− 4y − cos t = 0

dy

dt
+ x+ 2y − sin t = 0

koje ispuǌava uslove

x(0) = 0, y(0) = 1.

Rexeǌe. U ovom zadatku dat je isti sistem kao u 1. zadatku grupe
1, s tim xto su zameǌene uloge x i y. Tra�eno partikularno
rexeǌe je

x = −3 sin t− 2 cos t+ 8t+ 2

y = 2 sin t− 4t+ 1.

2. Odrediti divergenciju, rotor i vektorske linije vektorske
funkcije

r2
(
z ~j + y ~k

)
,

gde je r intenzitet vektora polo�aja ~r proizvoǉne taqke u pro-
storu.
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 2. zadatku grupe 1.
Dobija se divergencija

div
(
r2
(
z~j + y ~k

))
= 4yz,

rotor

rot
(
r2
(
y~i+ x~j

))
= 2

(
(y2 − z2)~i− xy~j + xz ~k

)
,

i vektorske linije

c1 = x, c2 = y2 − z2.
3. Izraqunati krivolinijski integral∮

C

2(x2 + y2) dx+ (x+ y)2 dy,
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gde je C trougao sa temenima A(1, 0), B(2, 1), C(2, 2).
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 3. zadatku grupe 1.
Dobija se ∮

C

2(x2 + y2) dx+ (x+ y)2 dy =
2

3
.

4. Izraqunati zapreminu tela

T =

{
(x, y, z) :

(
x2

9
+
y2

4
+ z2

)2

≤ x

3

}
.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 4. zadatku grupe 1.
Dobija se

V = 2π.
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