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Prvi kolokvijum iz predmeta Matematika 1

1. grupa

1. Date su tacke A(4,1,3), B(2,-3,0), C(1,2,-3) i D(0,—4,5).
a) Izracunati zapreminu tetraedra ABCD.
b) Izracunati visinu tetraedra iz temena D.
c¢) Napisati jedna¢inu ravni ABC'.
d) Napisati jednacinu visine iz temena D.

Resenje: a) Kako je zapremina tetraedra jednaka Sestini zapremine paralelopipeda na-
stalog od tri vektora ivica tog tetraedra koji izviru iz nekog njegovog temena (svejedno je
kog), trazenu zapreminu mozemo rac¢unati kao jednu Sestinu apsolutne vrednosti mesovitog
proizvoda

—2 —4 -3
[B,/Tdﬁ]: -3 1 —6| =-121,

—4 -5 2
121
odnosnoV:?.

b) Kako je po poznatoj formuli zapremina tetraedra V = gPABC - Hp, s obzirom na

—

ik 4 -3 |2 -3 |-2 —4
AL x AC = _g _14 _2 :(‘1 —6‘ ,—’_3 —6‘ ,'_3 1' >:(27,—3,—14)

1 1 1
Pasc = )E X ,TC‘ = SV2P 3 + 147 = -V034,

dobijamo
3V 2121

_ _ 2 _ .
Pupc @ 934

Hp

c¢) Upravo je vektor 1@ X 1@ normalan na ravan ABC' (kao i vektorski proizvod svaka dva
medjusobno neparalelna vektora te ravni), te se njena jednacina moze zapisati kao

27(x — xo) — 3(y — yo) — 14(2 — 20) =0, tj. 272z — 3y — 14z = 272y — 3yo — 142y,

gde xg, 19, 2o mogu biti koordinate bilo koje tacke te ravni. Bilo da za poslednje uzmemo
koordinate tacke A, bilo da uzmemo koordinate tacke B, bilo koordinate tacke C, desna
strana ¢e iznositi 63 (mora za svaku tacku da bude isto), pa je

(ABC) : 27z — 3y — 14z = 63,

d) Prava koja sadrzi tacku D(0,—4,5) i ima vektor pravca (27, —3, —14):
r y+4 z-5
27 -3 -4~




2. Resiti matricnu jednacinu XAB = C' + X, ako su date matrice

1 0
aofe Al e e L0
3 =5

ReSenje: Data matri¢na jednacina je ekvivalentna sa X = C'(AB — E)™ !, ako je
det(AB — E) # 0. Dalje je

10 12 3
AB= |2 -1 -{5_21_35]:2511,
3 -5 3 11 34
pa je
0 2 3
AB-E= |2 4 11
3 11 33

Njena determinanta je —36 # 0, pa postoji inverzna matrica

L [ =33 10
(AB—E)—IZﬁ -33 -9 6| ,
- 10 6 —4
pa je
v_[r 0o _1111/1?;6 1%}12 __51//168 _[-11/36 11/12 —5/18
0011 1 23/36 1/12 —1/18

-5/18 —-1/6 1/9
3. U zavisnosti od realnog parametra a resiti sistem

r+ay—z = b,
3r —y —az a—3
6+ (3a — 1)y —5z = 14.

ResSenja: Sistem reSsavamo uz pomo¢ Kramerovog pravila, dobijamo da su odgovarajuce
determinante jednake

1 a -1
A =13 -1 —a|=-3a+5a+2=—(a—2)3a+1),
6 3a—1 —5
5) a -1
A, = |a-3 -1 —a|=3a>—10a+8=(a—2)(3a—4),
14 3a—-1 -5
1 5 -1
A, = |3 a—3 —a|=30-15a=—15(a — 2),
6 14 -5
1 a )
A, = |3 -1 a-3|=3a>-5a—2=(a—2)(1+3a).
6 3a—1 14




Bitno je glavnu determinantu rastaviti i diskutovati u zavisnosti od toga kad je razlicita od 0
i kad je jednaka 0 (za ostale determinante je u ovom resenju rastavljanje takodje sprovedeno,
mada nije neophodno).

1
Za a # 2, —3 nalazimo da sistem ima jedinstveno resenje

ooy — (B By A 430 15
€T Z) = _— — — = — .
e ATATA 3a+1"3a+1’

1
Za a = —3 je sistem protivre¢an (¢im je glavna determinanta jednaka 0 i pritom bar jedna

od pomo¢nih razli¢ita od 0, sistem je protivrecan i tu nikakva dalja diskusija nije potrebna).

Za a = 2 (kada su i glavna i sve tri pomoéne determinante jednake 0, neophodno je da se
sprovede ovakva diskusija), dati sistem se svodi na

1 2 -1 5 3 1-6
Yy = |3 -1 -2 -1 J+
6 5 —5 14 +
(1 2 -1 5]
= (0 =7 1 -—16 1
0 -7 1 —16] J+
(1 2 -1 5]
= |0 =7 1 -—16
00 0 0|

odakle vidimo da u ovom slucaju sistem ima beskonatno mnogo resenja

(x,y,z) € {(=11+ 5t,t,—16 + 7t) |t € R}.

. Odrediti polozaj datih pravih, a zatim i njihovo najkrace rastojanje:

) r+2y+z—1= 0 r=2 Yy _ z
Priyse+y—2:42= 0" P27 20

Ispitati da li postoji prava koja sadrzi tacku M(1,2,-3) i seCe date prave.
ResSenje:

Jednacina prave p; u kanonskom obliku je (radjeno je na casu kako se do ovoga dolazi na

osnovu datih uslova)

r+1 y—1
1 -1

z
P1 = I

Jasno je da su dve p; i p» mimoilazne ako i samo ako za bilo koju tacku M; € p; i bilo koju
tacku My € py vazi da vektori datih pravih nisu koplanarni sa M;M,, tj. ako i samo ako je
njihov mesoviti proizvod [p1, ps, M1 Ms] razli¢it od 0 (isto kao §to su koplanarne ako i samo

je [p1,p3, M1 Ms) = 0). Za M; i My mozemo uzeti upravo tacke kroz koje su nam prave date
u kanonskim jednac¢inama, M;(—1,1,0) i M5(2,0,0). Kako je sad

1 -1 1
Lo, T
[p17p27M1M2] =11 2 0 = -7 7& O,
3 -1 0

to su prave p; i po mimoilazne.



Deo vezan za odredjivanje najkraceg rastojanja se moze raditi nalazenjem zajednicke nor-

male: ukoliko P, P, predstavlja tu zajednicku normalu, gde su tacke P, € p; i P, € py date

sa Pi(t; — 1, =ty + 1,t1) i Py(ts + 2,2t5,0) za neke t; i ty, odgovarajuce t; i ty nalazimo iz
= - = N L . . =

uslova Pi P, -p1 =01 PP - p; =0, a zatim izracunamo intenzitet vektora P, Fs.

—
Kako je Py Py = (ty — t1 + 3,2ty + 1 — 1, —t1), to su ova dva uslova ekvivalentni sa
(t2-t1+3)—(2t2+t1—1)+<—t1):0, 3t1+t2:4

(tg—t1+3)+2(2t2+t1—1):0, t1 + 5ty = —1,

—
odakle resavanjem sistema po t 1ty dobljamo t1 =2 ity = —%. Sledi PPy = (to — t1 +
3,2to+t; —1,—t1) = (1,—5, — ) te |P1P2] = sto je upravo duzina zajednicke normale.

Drugi nac¢in da se uradi zadatak bi bio da se pozovemo na gotovu formulu za rastojanje
izmedju dve mimoilazne prave

L L, T
than M1M2]|

d= —
[p1 % pa|
Dalje je
i k -1 1 11 1 -1
el 3 (2 ) e
1 2 0

pa je trazeno rastojanje

B |- 7| 7T V4
V(=22 + 1243 V4 2

Da bi se ispitala egzistencije prave sa opisanim svojstvom, potrebne je ustvari ispitati postoje
li tacke A € p; i B € py takve da su kolinearne sa M. Koordinate proizvoljne tacke A; € p;
suoblika x =t; — 1,y = —t; +1, 2 = t; za neko t; € R, dok su koordinate proizvoljne tacke
Aj € py oblika x =ty 4+ 2, y = 2ty, z = 0 za neko t, € R. Kolinearnost tacaka M, A; i A, je
ekvivalentna sa kolinearnoséu vektora M_Al i M_Ag, odnosno sa

7 j k
—>
tg—l—l 2ty — 2 3

—t —1 m+3 t—2 43
2y — 2 th+1 3

i

ti—2 —t;—1] \ _
7t2+1 2t2_2‘ )(07070)7

, —

tj.
—2tte —t1 —6ta+3 = 0
—tltg + 2t1 - 3t2 - 9 - O
3t1t2 - tl - 3t2 -+ 5 == O
Eliminisuéi t1¢9 iz npr. druge jednacine, t1to = 2t; — 3ty — 9 (najlakse nam je iz druge jer

onda ne moramo nigde da pravimo razlomak) i zamenjujuéi redom u prvu i treéu, dobijamo
sistem dve linearne jednacine sa dve nepoznate t; i to,

5t +21 =
5t — 12t — 22 = 0,



21 1

Cije je resenje t; = = ity = 1o

Kako za dobijene vrednosti t; i to zaista vazi t1to = 2t; — 3t — 9, dobijamo da tacke
16 16 21 1 1

A (E’ — 5 E) prave p; i A <E’ ~5 0) sa po jesu kolinearne sa tackom M.

Napomena Drugi na¢in da se radi ovaj deo zadatka bio bi da se nadje jedna¢ina ravni
odredjene tackom M i jednom od pravih p; i po, npr. pi; As bi se onda moglo dobiti kao
prodor prave py kroz tu ravan (A; je presek prave M A, sa pravom p;).

2. grupa

. Date su tacke A(3,1,4), B(0,-3,2), C(-3,2,1) i D(5,—4,0).

a) Izracunati zapreminu tetraedra ABCD.

b) Izracunati visinu tetraedra iz temena D.

c¢) Napisati jednacinu ravni ABC.

d) Napisati jednacinu visine iz temena D.

Zadatak je tipski potpuno isti kao odgovarajuéi zadatak za 1. grupu, jedino su date drugacije

brojne vrednosti (i to samo delini¢no).

. Resiti matricnu jednacinu ABX = C + 2X, ako su date matrice

1 0 10
A=12 —1| , B=AT Cc=1|01
3 -5 0 1

Resenje: Data matricna jednacina je ekvivalentna sa X = (AB — 2E)71C, ako je
det(AB — 2FE) # 0. Dalje je

10 1 2 3
AB= |2 -1 -{(1)_21_35]:2511,
3 -5 3 11 34
pa je
-1 2 3
AB-2E=|2 3 11
3 11 32

Njena determinanta je 2 # 0, pa postoji inverzna matrica

25 —31 13
(AB—-2E)'=-|-31 —41 17| ,
13 17 -7
pa je
L [-25 -31 13 10 ~95/2 -9
X=>|-31 —41 17| -|o 1] =]|-31/2 —12
2113 17 —7| o1 13/2 5

3. U zavisnosti od realnog parametra m resiti sistem

r4+T7y—mz = —1,
—2r—my+ 2z
20+ 25y + (1 —4m)z = -1

I
3



Resenje: Sistem resavamo Kramerovom metodom, za odgovarajuce determinante dobijamo

1 7 -m
A = | -2 —m 1 =2m? —Tm+3 = (m —3)(2m — 1),
2 25 1—4m
-1 7 —-m
A, = | m —m 1 =18 — 6m = —6(m — 3),
-1 25 1-—4m
1 -1 -m
A, = | -2 m 1 =—-2m*+7Tm —3=—(2m —1)(m — 3),
2 -1 1—4m
7 -1
A, = | -2 —m m |=36-12m = —12(m — 3).
2 25 -1

1
Za m # 3, 3 nalazimo da sistem ima jedinstveno resenje

)=( )

Bitno je glavnu determinantu rastaviti i diskutovati u zavisnosti od toga kad je razlicita od 0
i kad je jednaka 0 (za ostale determinante je u ovom resenju rastavljanje takodje sprovedeno,
mada nije neophodno).

6
o2m —1’

Ar A, A,

. —12
ATATA

"2m —1

)= (

1 o .
Zam = 5 je sistem protivrecan (¢im je glavna determinanta jednaka 0 i pritom bar jedna
od pomo¢nih razli¢ita od 0, sistem je protivrecan i tu nikakva dalja diskusija nije potrebna).

Za m = 3 (kada su i glavna i sve tri pomoé¢ne determinante jednake 0, neophodno je da se
sprovede ovakva diskusija), dati sistem se svodi na

1 7 -3 -1 9 42
> = |-2 -3 1 3 J+

2 25 —11 -1 +
1 7 -3 —1]

= |0 11 =5 1 -1
0 11 -5 1_J+
1 7 -3 —1]

= |0 11 =5 1
00 0 0]

odakle vidimo da u ovom slucaju sistem ima beskonactno mnogo resenja

209+1t) 1+ 5t

e (

) rer}.

11 11

4. Odrediti polozaj datih pravih, a zatim i njihovo najkrace rastojanje:

{ 1
P1:

0 )
Ispitati da li postoji prava koja sadrzi tacku M(1,2,-3) i seCe date prave.

T

P23§

2e+y+z=
r+3y—2z2+2=

y—2 =z

1

0



Zadatak je tipski potpuno isti kao odgovarajuci zadatak za 1. grupu, jedino Sto su zamenjena
mesta x i y-koordinati (8to znaci da ¢e se i dobijena resenja takodje razlikovati samo utoliko).

Nastavnik: Aleksandar Pejcev
Asistent: Rada Mutavdzi¢



