(e) Integracija linearnih homogenih diferencijalnih jedancina drugog
reda sa konstantnim koeficijentima

Neka je data homogena diferencijalna jednacina drugog reda
1) y'+ay'+ay=0,

gde su ay, a, poznate konstante. Pokaza¢emo da je ovu jednac¢inu uvek moguce prointegraliti, tj. doci
do opsteg resenja, samo pomocu elementarnih funkcija. Iz prethodno pokazanih teorema sledi da je
opste resenje homogene diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim koeficijentima moguce
dobiti tako $to ¢emo prvo odrediti dva partikularna integrala, posmatrane jendacine, koji su linearno
nezavisna, i §to ¢emo onda zbir tih partikularnih reSenja pomnozi sa konstantama C; i C, ; tj. opste
reSenjeje y=Cyy; +C;, Vs

Potrazimo sada partikularne integrale jednacine (1). U tu svrhu potrazimo partikularna reSenje date
jednacine, slede¢i Ojlera, u obliku funkcija

2 y=e"

gde je r neki konstantan broj (realan ili kompleksan), koji treba tako odrediti, pa da funkcije (2)
identicki zadovolje jednacinu (1). Zamenom funkcije (2) u jednacinu (1), sledi

3  LE™)=P(nNe™,
gde je (4)  P(r) = r’+air+a,

Funkcija y=e™ bice reenje jednacine (1), tj. L(€™) = 0%, ako r bude koren jednagine koja je nastala
od polinoma (4)

(5)  P(r) = rP+air+a; = 0.

Jednacina (5) obi¢no se naziva karakteristicnom jednacinom, a njeni koreni — karakteristicnim
brojevima jednacine (1).

Neposrednom zamenom se moze utvrditi da svakom korenu I karakteristicne jednaCine odgovara

partikularni integral y=e™. Ali buduéi da je
a,+\a 43,
f12= 2

o¢ito je onda da ¢e fundamentalno reSenje zavisiti od oblika korena karakteristicne jednacine.
Mozemo razlikovati tri osnovna slucaja:

a) ako je a,>~4a,>0 koreni karakteristi¢og polinoma su rarli¢iti realni brojevi.
b) ako je a;°-4a, <0 koreni karakteristi¢og polinoma su kompleksni brojevi.
c) ako je a,°~4a,=0 koreni karakteristi¢og polinoma su jednaki realni brojevi.

U slucaju (a) opste resenje jednacine (1) je

(a) y= Clel'1X+ C2 ézx.
Primer (8): Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine 2y"+y'-y =0

Datu homogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima pogodnije je
prikazati u obliku, y" +(1/2) y' - (1/2) y = 0. Buduéi da je y=e™, y'=r e y"=r’e™ sledi da je

karakteristicni polinom date jednacine

r*+(1/2) r - (1/2) = 0.

'Naime, kako je y'=r e, y"=r? e nije tesko videti da se jednaina (1) svodi na relaciju e™(r’+a;r+a,)=0. Ali
kako je €™#0 za Vx sledi jednacina (5).



Kako je a°—4a,>0 = 1y, 1, €R, 110y, tj. r1=1/2, r,= — 1, samim tim opste reSenje date diferencijalne
jednacine je y=C, e +C,e™.
U sluéaju (b) opste resenje jednacine (1) je
(b) y= Cle(a+ib)x + Cze(a-ib)x'
Zapis (b) mozZemo transformisati i u sledec¢e oblike. Naime kako je
ikx

y=C,e¥e" ™ + C,e™e ™ j kako je e*

() y=e*(Acosbx + Bsinbx),

gde su nove konstante A i B povezane sa predhodnim konstantama C, i C; na slede¢i na¢in A = C; +
C,, B =i(C; — C,). Ako bi pak uveli nove konstante C i D tako da je A=CsinD, B=CcosD opste
reSenje za slucaj (b)moguce je prikazati i u obliku

(b") y=Ce¥sin(bx+D).

Primer (9): Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y" + 4y'+ 13y =0.

= coskx * isinkx, sledi relacija

Kako je karakteristi¢ni polinom 1> +4 r + 13 =0 = a,>4a,<0 = 11, 1, €C, r1#ro, tj. 1= —2 + 3i r,= — 2
— 3i, samim tim opSte reSenje date diferencijalne jednaCine je, na primer, y = efZX(ACOS3X +

Bsin3x).
U slucaju (c) opste resenje jednacine (1) je
() y=Ce”+Cxe™

Naime kako je u tom slucaju a12—4a2=0 = Iy, I, €R, 1= 1r,, sledi da su partikularna resenja linearno
zavisna. Zato se drugo partikularno reSenje trazi u obliku y, = uy;, gde je u funkcija od promenljive x

¢iji je drugi izvod jednak nuli. Iz fanilije funkcija u=u(x) korisimo najednostavniju funkciju koja
zadovoljava traZene uslove a to je funkcija u =x (u" =0).

Primer (10): Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y" +2y'+y = 0.

Kako je karakteristi¢ni polinom date jednacine ?+2r +1=0=>a,>4a,=0=r,neR, H=r=—
1, pa su samim tim partikularna linearno nezavisna reSenja funkcije: y;= €7, y, = xe~. Opste reSenje
date diferencijalne jednacine je funkcijay =C;e™+ C,xe™

(f) Integracija linearnih nehomogenih diferencijalnih jedancina drugog
reda sa konstantnim koeficijentima

Neka je data nehomogena diferencijalne jednac¢ine drugog reda

D) y+ary+azy =f(x),
gde su ai, a; poznate konstante. Pokazacemo da je ovu jednacinu uvek moguce prointegraliti, tj. do¢i
do opsteg resenja, samo pomocu integrala elementarnih funkcija. 1z predhodo pokazanih teorema
sledi da je opSte reSenje nehomogene diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim
koeficijentima moguce dobiti tako §to ¢emo prvo odrediti — opste reSenje (yn) "odgovarajuce"
homogene jednagine?, i jednan partikularni integral (y,s=7) koji odgovara datoj postavljenoj jednacini
(4. L(y) = f(x)) 1 $to ¢emo zatim — formirati zbir tih reSenja; tj. opSte reSenje nehomogena
diferencijalne jednacine drugog reda sa konstatnim koeficijetima je moguce odrediti kao zbir funkcija

Y=¥n+Yu=Ciy1 +Coy, +m.

Za odredivanje partikularnog reSenja m korisno je razlikovati slede¢ia tri najednostavnija
karakretistica slucaja, funkcija f(x) je:

(a) polinom

%Jednagina koja se dobije iz zapisa (1) kada smatramo da je f(x) = 0



(b) sinusna ili kosinusha fukcija
(c) eksponencijalna funkcija

Sluéaj (a): Desna strana jednacine (1) je polinom n-og reda. Opste reSenje m je onda takode polinom
reda gn, gde je n —stepen polinoma, a q — red najnizeg izvoda L(y).

Primer (11): Odrediti: 1) partikularno reSenje nechomogenog dela, diferencijalne jednaline, y" + 2y
= x*+1, a zatim odrediti 2) opite reSenje date jednagine.

1) za datu nehomogenu jednacinu n=2 a q=0 pa samim tim funkciju n=n(x) treba traziti u obliku
polinoma drugog reda tj. u obliku n= ax>+aixX+ag, gde su ap, a1, 4, konstante koje treba odrediti iz
uslova L(n)=f(n). U tom cilju potrazimo prvi i drugi izvod funkcije n, sledi n' = 2a;X+a;, n" =2ay, a
zatim formirajmo relaciju L(n)=f(n) = 2a,+ 2(axx’+a;x+a,) = x*+1. polinomi su identicki jednaki
kad su im jednaki koeficijenti istih potencija, tj. u nasem primeru (2a,)x*+(2a1)x+(2a; + 2a,) =
(1)X*+(0)x +1. Tako iz tri nastale algebarske jednacine odredujemo trazene koeficijente polinoma:
2a,=1, 2a;=0, 2a, + 2a,=1 = a,=1/2, a;=0, a,=0. TraZeno partikularno reSenje, nechomogenog
dela, je funkcija oblika 1= yng = (1/2)X.

2) homogena jednacina koja sledi iz date nehomogene jednacini je y" + 2y = 0, pa je karakteristicni
polinom r? + 2 = 0 = r;=V2i, r,= —V2i. Tako da je opste redenje homogene jednagine y" + 2y=0, y,
= C,c08(V2x) + C,sin(V2x). Opte resenje pak trazene nechomogene jednadine je funkcija y = yy +
ynd, tj

y = C,c08(V2x) + C,sin(V2x) + (1/2)x°.

Primer (12): Odrediti: 1) partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednaéine, y" —y' =
1+ 2x — 3x%, a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednagine.

1) za datu nehomogenu jednacinu n=2 a g=1 pa samim tim funkciju n=n(x) treba traziti u obliku
polinoma tre¢eg reda tj. u obliku n= a3x3+a2x2+a1x+a0, gde su as, az, a;, 4, konstante koje treba
odrediti iz uslova L(n)=f(n). U tom cilju potrazimo prvi i drugi izvod funkcije n, sledi n' =
3agx’+2aX+ay, n"=6a3X+2ay, a zatim formirajmo relaciju L(n)=f(n) =

Basx+2a, — (3agx’+2ax+a;) = 1+ 2x — 3x% Polinomi su identicki jednaki kad su im jednaki
koeficijenti istih potencija, tj. u naSem primeru

(— 3a3)x*+(6asx—2a2)X + (28, — a1) = (- 3)x**+(2)x +1. Tako iz tri nastale algebarske jednagine
odredujemo trazene koeficijente polinoma: az=1, a,=2, a;=3. Trazeno partikularno reSenje,
nehomogenog dela, je funkcija oblika

M = Yo = Xo+2X3+3X
2) homogena jednacina koja sledi iz date nehomogene jednacini je y" — y' = 0, pa je karakteristi¢ni

polinom r? —r = 0 = r;=0, r,=1. Tako da je opste resenje homogene jednagine y" — y' = 0, y,, = C,e°
+ C, €*. Opéte resenje pak trazene nehomogene jednacine je funkcija

Y = Vh+ Vog = Cit C, €F + x3+2x%+3x.

Sluéaj (b): Desna strana diferencijalne nehomogene jednacine (1) je trigonometriska funkcija
f(x)=kcos(bx) ili funkcija f(x)= ksin(bx) , gde su k i b poznate konstante. Partikularno reSenje n je
onda takode trigonometriska funkcija do koje je najlakSe do¢i tako §to ¢emo je pretpostaviti u obliku
funkcije n(x)=Acos(bx) + Bsin(bx), gde su A i B konstante koje ¢emo odrediti iz uslova da je

L(n)=f(n).

Primer (13): Odrediti: 1) partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" — 3y'
— 4y = sinX , a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednadine.

1) Potrazimo partikularno reSenje u obliku n(x)=Acos(x) + Bsin(x) iz uslova da je L(n) = f(n).
Potrebne izvodne funkcije su n'=-Asin(x) + Bcos(x),



n" =-Acos(x)-Bsin(x) pa je trazeni identitet oblika

(-5A-3A)coS(X)+ (3A-5B)sin(x) = (0) cosx+ (1)sin(x).

Posto predhodna relacija mora biti identicki zadovoljena za svako x sledi da ¢e to biti samo ako je (—
5A-3A)=0, (3A-5B)=1; tj. ako koeficijenti A i B zadovoljavaju ove dve algebarske jednacine. Lako
je pokazati da je A=3/34, B= —5/34 pa je trazeno partikularno reSenje nehomogenog dela date
diferencijalne jednacine funkcija n(x) = yn= 3/34c0S(x) -5/34 sin(x).

2) Kako je karakteristi¢ni polinom date diferencijalne jednacine ?-3r -4=0=> rn=4, r,=-1 pa
je resenje homogenog dela date nehomogene diferencijalne jednacdine y,= C; ™ + C, €™ a opste
reSenje date nehomogene diferencijalne jednacine je y=y;+yn= C; e + C, e +3/34c0S(x) —5/34
sin(x).

Napomena: Ako nehomogena diferencijalna jednacina (1) ima, jedan od navedenih, oblika
y" + b’y = ksin(bx)
y" + b% = kcos(bx)

gore naveden oblik partikularne funkcije nas ne vodi ka reSenju u tom slucaju SeSenje ¢emo potraziti u
obliku

N(X) =Yg =AXSIiM(bx) ili n(X) = yn= AXCOS(bX).

Primer (14): Odrediti: 1) partikularno resenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacdine, y" + 9y
= 4sin(3X) , a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednacine.

1) Potrazimo resenje za nehomogeni deo date diferencijalne jednacine u obliku
N(X) = yna =AXCOS(3x), iz uslova da je L(n) = f(n). Potrebne izvodne funkcije su mn'= Acos(3x) —
3Axsin(3x), n" = -3Asin(3x) — 3Asin(3x)-9Axc0os(3x) pa je trazeni identitet oblika
—3Asin(3x) — 3Asin(3x)-9Axcos(3x) + 9AXCc0S(3x) = 4sin(3x)
tj. —6Asin(3x) = 4sin(3x).
Posto ova relacija mora vaziti za svako x = A = —(2/3), pa je
N(X) = Yna = —(2/3)XCOS(3X).

2) Kako je karakteristi¢ni polinom date diferencijalne jednagine r*+ 9 = 0 = r;=3i, r,= —3i pa je
reSenje homogenog dela date nehomogene diferencijalne jednacine yy= C;C0S(3x) + C,Sin(3x) a
opste reSenje date nehomogene diferencijalne jednaline je y=yn+Yn= C1C0S(3x) + C,Sin(3x) —
(2/3)xcos(3x).

Sluéaj (c): Desna strana jednacine (1) je eksponencijalna funkcija f(x)=kebX , gde su k i b poznate

konstante. Partikularno reSenje m je onda takode eksponencijalna funkcija, stim S§to moZemo
razlikovati naredna tri sucaja:

—(A)akojeb=rn=r, = nKX) = (kebX )/P(b),

—(B)akojeb =r#r, = nKX)= (kxebx )/P'(b),

—(C)akojeb =r=r, = nX)= (kxzebX )/P"(b),

gde je polinom P(b), prvi izvod polinoma P'(b),..., nastao od karekteristicnog polinoma kada stavimo
dajer=h.

Primer (15): Odrediti: 1) partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" — 6y’
+ 8y = €, a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednacine.

1) za datu nehomogenu diferencijalnu jednadinu b=1, a iz karakteristi¢nog polinoma r* — 6r + 8 = 0
nalazimo daje r;=4,r ,=2; sledi da je b = r; # r, tj. iz stava (A) nalazimo da je partikularno resenje



funkcija n (X)=yn = (€")/P(b), gde je P(b)= b?—6b + 8 = 0, pa je P(b=1)=3, = n(x) = (€ )/3.

2) Resenje homogenog dela date diferencijalne jednadine je y, = C; €™ + C, e*, pa je opste reenje
date nehomogene jednacine y = C; ™ + C, e+ (€*)/3.

Primer (16): Pokazati da je partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" —
6y’ + 8y = e2* funkcija n(x) = (xe¥)/2.



