4. CrajapHa U BEKTOPCKA IMOJbA

Ckanapro nose je IPECIUKABabe KOje CBAKO] TAUKM HPOCTOPA WU Aeja npocropa (06u4yHO Tpoau-
MEH3UOHAJHOT) HoJesbyje CKagap, Tj. 0poj. IIpyrum peumma, To je obuuHa (yHEnMja Bumme (TadvHuje,
TPU) IPOMEHJLUBUX.

Camdano, 8eKmopcko nowe je IpecIuKaBame KOje CBAK0] TAYKKA IIPOCTOPA WJIM AeJa IPOCTOPa A0AebYje
BekTOp (OOMYHO y TpuU QUMEH3Uj€); HaKJe, TO je BEKTOPCKa (yHKIUja.

Kako yBectn mudepennujasam padyH Ha OBAKBUM MPECIUKABABAMA T

IIpe cBera, nmamo Tpu IpOCTOPHE KOOpAWHATE 1 MOryhy morpedy 3a mudpepeHurpameM IO CBAKO] O
BUX. YBOIUMO HabAG ONMEpamop Kao BEKTOP-OMNEPATOP MAPIUjaTHOT AU(GepeHInpama M0 CBAKOj] O TPU

HpOMeHJbI/IBe:
0o 0 0
V(%’a—m)'

I'pamujenT, poTop U OUBEpreHIja

Y cayuajy (mudepenuujabuanor) ckajgapHor nossa U Habsa ce NpupoaHo npumemnyje, majyhu cse
uH(pOpMAIHje O IOHAIIAKY (PYHKIN]jEe Y OKOJINHN faTe Tadke Koje Mory omru norpebue. Tako medurumemo
epadujenm grad U crasnapuor nosma U kao

gradU = VU = (8[] ou 6U) .

dz’ By’ 9z

I'pamujeHT je BEKTOPCKO mOJbe - cBakoj Tauku M y mpocropy mouesser je sexrop grad U(M).

[Ipumernmo na je Torasnu audpepeHnumjan ckasapHor momsa U jemHak
dU = U,dx + U, dy + U.dz = grad U - (dz, dy, dz).

ITo amamoruju ca u3BoaMMa, TPaAUjeHT 33,M0BObABA ciaemeha mpaBuia, MITO Ce JaKOo MpoBepaBa:

grad (cU) = c- grad U, grad (U £ V) = grad U + grad V,
grad (U - V) = Ugrad V + Vgrad U, grad % e U‘;2Ugrad -

3a mpou3BoJbHA ckasapHa moma U u V u koucranty c € R.

Axko HaM je mosHAT rpamujeHT crajapHor mnosma U y maroj tauku M, Moxke ce ompenuTu Op3uHA
pacra noma U y cMmepy npousBosbHOr Bekropa U. Hawmme, ako je U = (Ty, Yo, 20), moime U ce Momxe
anporcuMupaTu TejaopoBUM TOJIMHOMOM y OKOJIMHU Tauke M Kao

M M M
U(M—i—hﬁ’):U(M)—i-aU( )-hx@—i-aU( )-hyv—i-aU( )-hzv—i—o(h):U(M)—i—hgradU(M)-U.
Ox dy 0z
Tako meduHUIIEMO u36800 Y CMEPY 6EKMOPA U
BUM) . UM+ ho) — U(M) 7
=1 =gradU(M) - —.
a5 hSo B[] gradU(M) -

OsBaj ussBon je ounto Hajsehu y cmepy rpamujenta grad U, Tj. y Tom cmepy nosme U HajOp:ke pacte.

Ipumep 16. INatu cy ckamapuo mome U(z,vy,2) = 2%y + y?2z, Tauka A(1,1,1) u Bexrop ¥ = (1,2, —2).

Ipamujent moma U je jemnak grad U = (2zy, 22 + 2yz.y?). Y Tauku A om je jemnar (2,3,1).

WsBon nmoma U y mpasny BexkTopa ¢ y Tauku A je 6[{9—(@‘” =gradU(A) - & =(2,3,1) - %(1,2, —-2)=2.
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Y cayudajy BEKTOPCKOI II0Jba A = (Az, Ay, A,), roe cy Az, Ay, A, J_U/I(bepeﬂnnja6nnﬂe (i)yHKLU/Ije o
T,y,%z, CATyalyja je HemTo Apyraduja. Byﬂyhm BEKTOD, HabJa ONepaTop ce MOke “NOMHOKUTU  BEK-
TOpPOM A Ha Ba HAuUMHA: CKAJapHO U BeKTOpCcKU. Tako yBoIMMO mojMoBe Jusepzenyuje div A n pomopa

rot A:
0A, 04, O0A,

divA=V- A= 8sc+ 8y+3z’
B R v 7 k OA. OA, 0A, 0A. 0A, 0A,
rot A=V xA=|9/0x 9/0y 9/0z|= ( ayz— 8zy , a;— a; , 8scy_ ayl)'

A, Ay A,
Kao mTo je yobuuajeno, ca 7, Ju k osmauenu Cy jeIVHWYHU BEKTOPU MYyK KOOPAMHATHUX OCA:
7= (1,0,0), 7=1(0,1,0), k=1(0,0,1). (14)

Ilakne, nuBeprenuuja je Opoj, a pOTOP je BEKTOP.

Axo je U ckajapHO moJsbe, IpaBuiia IPOU3BOLAa OU U3TJIEeNaa OBAKO:

div(U-A) =V - (U VU-A4+U(V-A) =gradU - A+ U -div 4,

A) =
rot (U-A) =V x (U-A)=VU x A+ U(V x A) = grad U x A+ U -rot A.

Knacudukamuja BeKTOpCKUX modba

Bekropcko mosme A= (Az, Ay, AL) e

— zapmorujcko axo je div A=0urot A=0 Y CBaKO] TayKW;
— NOMENYUJAAHO aKO je 1ot A=0 Y CBaKOj TAYKW,;

— 8PMAOANCHO AKO je divA=0 y CBaKO] TAYKW,

— CAOMCEHO aKO je divff;‘é 0 u rot ff;é 0.

I'pagujent ma ror crajapuor nosma U je HOTEHINjaJHO BEKTOPCKO MOJLE. 3anCTa,

0 0 0 0 0 0

HNcnocrasima ce ma Baku u o6paTHO TBpDheme:

e 3a CBAKO MOTEHIMjAJHO BEKTOPCKO nosbe A mocroju cranapuo nmosme U TakBo ma je grad U = A.
ITome U ce HaszuBa nomenyujanom BEKTOPCKOT moJba A.

IloTennujan ce Moxke jemHocTaBHO HAhM MOHOBLEHOM MHTETPAIIAjOM.

IIpumep 17. KnacupumroBaTu BEKTOPCKO IIOJbE A= 2e+y+1l,z+2+2,y+2z—1) u ogpeauTn HErOB
IIOTEHIMjaJI aKO IOCTOjHU.
B, v J k .
Pewemwe. Kako je rot A=| 9/0x 0/0y 8/0z |=(1-1,0-0,1-1)=0, moe je mOTEHIM]ATHO.
204+y+1 z+242 y+2z2-1
02zx+y+1) Ox+2+2) Oy+2z—-1)
+ +
Ox dy 0z

Cana hemo mahwu norenmujan U.

ITomrro je divA = = 2+40+2 =4, oHO HUje XapPMOHUjCKO.

— Tlomrto je U, = 2z + y + 1, uarerpanujom no dx nobujamo U = [Uldx = 2? + zy + = + E(y, 2).
Mpumerumo na, Maga je F KOHCTaHTa MO X, OHA MOJKE Ia 3aBUCHU O Y U 2.

— llame, kako je v+ 2+ 2 = U, = a—z(xQ—I—xy—I—ac—i—E(y,z)):x—i—E;, umamo By = z + 2 wu,

unTerpamujom mo dy, F = yz + 2y + D(z), te je U = 2® + 2y + yz + 2 + 2y + D(z). Cana
“gkorcTanTa” D 3aBUCU caMoO OI Z.

— Hajsan, rako je y+2z—1 = U, = %(IQ +ay+yz+ a4+ 2y+ D(2)) = y+ D'(z), cnean
D'(z) = 22 — 1 u omarne D = 22 — z + C 3a mexy “mpaBy” womcrauty C. Ilpema Towme,

U=2?+ay+yz+22+2+2y—2+C.



Bekropcke muHuMje

SaMucanMo BeKTOpcko moibe A = (A, Ay, A.) Kao mosme BazmymHe CIpyje y HPOCTOPY ¥ KOME Ce
HaJias3u dectuna. Hommena Ba3maymmHOM CTPYyjoM, decTtuia ce kpehie mo HEKOj myTamu, Npu 4eMmy y TAYKU
M men Bexrop kperama (dz,dy,dz) uva uctu npasan kao A(M). Ilakie, myTama 4ecTULE 3a10BOJHABA
CUCTEM jeqHAUUHA Y CUMETPUUHOM OOJIUKY:

dx dy dz
A, Ay Al
Pemema oBor cucrema Ha3uBajy ce gexkmopcke Auluje BEKTOPCKOT TOJba A.

—

IIpumep 18. OmppennTu BEKTOPCKY JMHM]Yy BekTopckor mosma A = (zy,—x2,y2z + 2) Koja mposasu Kpo3
raury M (4,3,2).

Pewemwe. Tpeba pemmuru cucrem dz = j—sz = % y3 nouetHe ycaose (z,y,z) = (4,3,2). U3 nupse jennaroctu
umamo 42 = f%, 1j. axdr = —ydy, na uaTerpamujoM cirema x> + y?> = C;. W3 mpumamrocTu Tauke

M cunemu C7 = 25.

3aMeHOM y= \/25 — 22 y jemHakocTH g; = yz+z nobujaMo jeIHAUMHY Ca Pa3ABOjeHUM TPOMEHJLUBAM
dx + m = 7. Unterpamuja naje S 1n |£L'| —+In(5+ V25 — 22) = In|z| + const, makne, 2°(y+5) =
C 28, U3 npunaaaoctu tauke M caemu Co = %.

Pememe je kpusa mata yciaosuma x2 +y? = 25 u 2% = 162°(y + 5).

3ananm

1. KnacudpumkoBaTt BEKTOPCKO MOJBE A = (e®y + e*,e¥z + e*, ez + ¢¥). Opnpemutu U3BOA HECOBOT
norenimjana U y rauku M(—1,1,0) y npasuy Bexropa ¥ = (2,2, —1), akO Taj HOTEHOUja IOCTOjU.

Pewemwe. MImamo rot A = 0, na je oBo noreniujanno nose. Hoeros morennujan U Tanma mocToju U Basku

grad U = A. Onmax 3mamo u m3son U y mpapimy BekTOpa U: OH je 6U8(’é\4) grad U(M) - |T:\ _
AM)-Z=(E+1,1e-1)-3(2,2,-1) =3 -e+d).

|’U‘ )e)

Ilorenmujan je U = ey + €Yz + e*x + C, anu wera Huje 6mino HeonxomHo Hahm.

2. N3pauyHaTy OUBEPreHOU]Y U POTOP BEKTOPCKOI IOJbA X = " Y(y,x —xzy — l,xy + 1) y Taurn

P(2,1,1). Oapenntu moTeHIUjaI MObA aKO TIOCTO]U.

Pewewe. QBJIe je div A= 2(xy —x + 1)e* Y u rot A=0. Haxne, mome A je morenmnujaauo. Y tauku P je
div A(P) =
Horemmujan U 3anosomasa U, = e*~ Yy, onaxne je U = zye* Y+C(y, z). Hame, uz U, = (z—zy)e* Y+
Cy(y,2) ciem ma je Cy(y,z) = —e*Y, 1j. C =e*7Y + D(z). Hajsan, uz U, = (zy + 1)e*~¥ + D'(2)
caemu D' =0, tj. D = const. Hakue, U = (zy + 1)e* Y + const.

3. IlaTo je BEKTOPCKO MOJne A= (2x 4+ ay + 32)7+ (—2y + bz)J+ (cx + y + 42)/3, rae cy a, b u ¢ peannu
napamerpu. Hahu Bpennoctu a, b, ¢ 3a Koje je mosbe A MOTEHIIMjAHO U OAPEAUTY HErOB ITOTEHIN] aJl.
Pewewe. Porop martor mosma je A= (1-b,3—¢,—a), mro je myma-sekTop 3a (a,b,c) = (0,1,3) u Tama je
A= (2x+ 32,2z —2y,3x + y + 42) HOTEHNUjaAIHO TOJbE.
Heros norennujan U 3anosomasa U, = 2z + 3z, nakne U = [(2z + 32)dz = 2% + 3zz + E(y, 2).
Hame, z =2y = U, = £, na je £ = 2y — v?+ D(2) u U = 2% 4+ 32z — y? + yz + D(z). Hajzan,
3r+y+4z=U.=32+y+D'(2), maje D=22>+Cu U =2a?+3zz —y?> +yz+ 222+ C.

4. KnacuukoBaTH BEKTOPCKO mome A = (z + y + 2)* ((y + 2200+ (z—2))— 2z + y)E) y 3aBUCHOCTU
on napamerpa «. OQpeauTy Heros MOTEHIUja 3a OHy BPENHOCT (v 3a KOjy OH IOCTOjU.
Pewene. Vimanmo div A = 3a(z — z)(z + y + 2)* L, mro je myna camo 3a o = 0, u rot A = (a + 2)(z +y +

z)*(=1,2,—1), mro je myna camo 3a o = —2. Ilome je noreHnMjasHO 38 o = —2, BPTIOKHO 3a o = 0
U CJIOKEHO y OCTaJIMM CJIy4YajeBUMA.

_ _ _ y+2=z l z— r_ 2x+y
3a a = —2 nocroju norernujan U u Baxu Ul = Gy U, = (l+y+z)2 nU, = Tty W3 mpse
jemmaxoctu caemn U = %dm = fwy_;ZTZ + C(y,2), a omarie mupepeHIUPABLEM 110 Y U 2 CJIEAn
y+2z

us CZ’! =C, =0, 1j. C je roucranra u U = —

zty+z®



5. Hahu BekTopcke nuHUje BekTOpeKor moma A = (—y2, 22 — 2zy,122).

de dy _ dz de _  dz : __ dz
Pewewe. Tpeba pemuru cucrem = T e T e Nnamo =7 = 7 T dr = %, onarne ciemu
x = In|z| + const, nakue e = Cz.
2 . .
Iame, 13 npBe jeIHAKOCTU CJEAU d—z = “@’!—2;”, IITO je XOMOIEHa jeNHAUMHA W PEIIaBa Ce CMEHOM
d _ . 2 . .
y=ruu G =u +xd— Tana je u +x§—g = 21;21, Tj. #‘Zﬂrl = —%. Wurerpanujom ce mobuja

2""’Hﬂf‘Jrconst, mro ce Bpahamem u = £ cBonu Ha % ly— :c|‘/_ Cs.

1
—lnz =1Inju— 1|+ In | Se2

6. Ilato je BeKTOpCKO Tmosbe A = 22T+ yJ+ (y + Qm)E Hahu ausepreHnujy u potop mosba A y Tausu
P(0,1,3). Onpenuru BEKTOPCKY JMHU]Y KOja HPOJIA3U KPO3 Tauky P.

Peweme. Vmamo div A =1, rot A = (1,0,0) =7} oba cy KOHCTAHTHA.

. i de _ dy . _dz s dy _ _dxtdyt+dz  _ d(z+ytz) .
Berropcke nunumje: axo je 57 = v = premc OHIOA je TF = sEERTRETS = Simyte) U MHTErDAaIjoM
Iny = %1n(ac +y+2). Onasze je Cy = z+yy2+z, 1j. 2 =C1y? —x —y. Bparumo TO y IONA3HU CUCTEM:
dy _ dx __ dz o odz _ 2(Ciy’—z— y) _ _ _2_:16 : :
v = % Ty W@y = y 2Chy — 2 , IITO je NUHeapHa AU(EPEHIN]aHa

jemHaumHa MO T Kao (yHEKumju mo y: ' + yx = 2C1y — 2. PemeH,e je x = % + %ClyQ — %y, Tj.
y?(3x 4+ y — 32) = 6Cs.

3amenom (z,y,z) = (0,1,3) mamasumo C; = 4 u Cy, = —%

é, a je TpaskeHa BEKTOPCKa JIMHUja OaTa
jemmaummama x +y + 2z = 4y* u y?(3x +y — 32) = —8.

7. IlaTo je BeKTOpCKO mosbe A = (22 =17+ (1 -y 7+ (v — y)E Hahu museprenmujy u poTop mosa A
y taukn (2,3,0). OgpeauTtu BeroBe BEKTOPCKE JUHU]E.

Pewene. Iuseprenmuja je div A = 22— 2y = —2, a porop rot A = (=1—0)7+ (0—1)74 (0—0)k = (—1,—1,0).

. , d
BekTopcke nunHuje HaNA3UMO U3 CUCTEMA Iglfl = 17?;2 = md 5= = dt. U3 npse jemnakoctu mobujamo

je,HHa‘{I/IHy ca paS,HBOjeHI/IM IPOMEHJBMBUAM UHj€ j€ PEIIeHe 1n|x+1| + 1n|y+1| = const, mWTO 3HAYM
Takobe, uz dz = (v — y)dt u dov + dy = (22 — y*)dt = (v + y)dz cnemm dz = d(;:yy), omakie je

naTerpammjoM z = In |z + y| + const, 1j. x4y = Cae*.



