
6. Dvostruki integrali

Po analogiji sa glavom 5, u ovoj glavi uvodimo integral date funkcije f po oblasti D ⊆ R
2.

Poxto se sada radi o dvodimenzionalnoj integraciji, npr. po dvema promenǉivim x i y, ovaj
integral oznaqavamo sa

s
.

Za podelu Π oblasti D na me�usobno disjunktne podoblasti Di za i = 1, 2, . . . , n definixemo
ǌenu fino�u kao najve�i od preqnika podoblasti Di. U svakoj od podoblasti Di odabrana je
istaknuta taqka Mi. Integralna suma je data izrazom

S = S(Π) =

n
∑

i=1

f(Mi) ·∆Di,

gde je sa ∆Di oznaqena povrxina oblasti Di. Integral
x

D

f dxdy je limes integralne sume S kada

podela Π teжi najfinijoj mogu�oj, tj. ǌena fino�a teжi nuli.

Pretpostavimo da je oblast D zadata uslovima a 6 x 6 b i c1(x) 6 y 6 c2(x). Za fiksirano x0,
integral funkcije f po delu oblasti D na pravoj x = x0 je

I(x0) =

∫ c2(x0)

c1(x0)

f(x0, y)dy.

Integral po celoj oblasti D tada nalazimo integracijom integrala I(x) po x ∈ [a, b]:

x

D

f dxdy =

∫ b

a

I(x)dx =

∫ b

a

dx

∫ c2(x)

c1(x)

f(x, y)dy.

Primer 22. (a) Neka je oblast D data uslovima 1 6 x 6 2 i 1 6 y 6 x2. Integral neke funkcije f

po oblasti D mogao bi se napisati kao I =
x

D

f dxdy =

∫ 2

1

dx

∫ x2

1

f(x, y)dy.

S druge strane, istu oblaet D moжemo predstaviti i u obrnutom poretku promenǉivih,

uslovima 1 6 y 6 4 i
√
y 6 x 6 2. Zato je I =

∫ 4

1

dy

∫ 2

√
y

f(x, y)dx.

(b) Izraqunajmo sada integral I =
x

D

x dxdy, za oblast D iz dela (a).

Kako je
∫

x dy = xy + const, imamo I =
∫ 2

1
dx
∫ x2

1
x dy =

∫ 2

1
dx
(

xy|y=x2

y=1

)

=
∫ 2

1
(x3 − x)dx = 9

4 .

Naravno, zamenom poretka integracije dobija se isti rezultat:

I =
∫ 4

1
dy
∫ 2√

y
x dx =

∫ 4

1
dy · 1

2x
2
∣

∣

x=2

x=
√
y
=
∫ 4

1
(2 − 1

2y)dy = 9
4 .

Smena promenǉivih

Neka nam je dat integral po x i y:

I =
x

D

f(x, y) dxdy.

Pretpostavimo da je oblast D opisana parametarski, kao

x = x(u, v) i y = y(u, v) za (u, v) ∈ D′,

gde je D′ oblast u uv-ravni. Podrazumeva se da su funkcije x i y (skoro svuda) neprekidno di-
ferencijabilne po u i v u oblasti D′ - ovo najqex�e i jeste sluqaj - kao i da je preslikavaǌe
(u, v) 7→ (x, y) injektivno. Javǉa nam se potreba da integral I zapixemo kao integral po u i v.



Oblast integracije D po x i y postaje oblast D′ po u i v, a integrand f(x, y) postaje funkcija
f(x(u, v), y(u, v)) po u i v.

Maǌe je oqigledno xta se pri ovom prelazu dexava sa diferencijalom dxdy. Intuitivno, kada
se promenǉiva u pomeri za du, taqka (x, y) se pomera za vektor (x′

u, y
′
u)du. Sliqno, kada se v pomeri

za dv, taqka (x, y) se pomera za vektor (x′
v , y

′
v)dv. Na ovaj naqin, kada taqka (u, v) opixe pravougaonik

dimenzija du i dv i povrxine dudv, taqka (x, y) opisuje paralelogram razapet vektorima (x′
u, y

′
u)du

i (x′
v , y

′
v)dv, qija je povrxina (tj. dxdy) jednaka

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x′
u

y′
u

x′
v

y′
v

∣

∣

∣

∣

∣

∣
dudv. Prema tome, moжemo da smatramo da

je

dxdy = |J(u, v)| dudv, gde je J(u, v) =

∣

∣

∣

∣

∣

x′
u y′u

x′
v y′v

∣

∣

∣

∣

∣

dudv.

Sve u svemu, pravilo smene promenǉivih uzima slede�i oblik:
x

D

f(x, y) dxdy =
x

D′

f
(

x(u, v), y(u, v)
)

· |J(u, v)| dudv.

Determinanta J = J(u, v) se naziva Jakobijeva determinanta ili jakobijan.

Primer smene za kojom �emo qesto imati potrebu su polarne koordinate:
{

x = r cosϕ

y = r sinϕ
i J(r, ϕ) = r, tj. dxdy = r drdϕ.

Uopxtene polarne koordinate glase
{

x = x0 + ar cosϕ

y = y0 + br sinϕ
i J(r, ϕ) = abr, tj. dxdy = abr · drdϕ.

Primer 23. Neka je D unutraxǌost elipse x2 + 4y2 = 8(x+ y). Izraqunati I =
x

D

xy dxdy.

Rexeǌe. Jednaqinu elipse moжemo da zapixemo kao (x− 4)2 + 4(y− 1)2 = 20, tj.
(

x−4
2
√
5

)2
+
(

y−1√
5

)2
= 1.

Unutraxǌost D zadovoǉava nejednakost

(

x−4
2
√
5

)2
+
(

y−1√
5

)2
6 1,

pa je zgodno uvesti uopxtene polarne koordinate uslovima x−4
2
√
5
= r cosϕ i y−1√

5
= r sinϕ, tj.

x = 4 + 2r
√
5 cosϕ i y = 1 + r

√
5 sinϕ.

Pri tome je 0 6 r 6 1 i 0 6 ϕ 6 2π, tj. D′ je pravougaonik, pa je
s

D′(· · · )dxdy =
∫ 1

0
dr
∫ 2π

0
(· · · )dϕ.

Jakobijan je J = 2
√
5 ·

√
5 · r = 10r.

Traжeni integral je I =
s

D′(4+2r
√
5 cosϕ)(1+r

√
5 sinϕ)·10rdrdϕ = 10

∫ 1

0
dr
∫ 2π

0
(4r+2r2

√
5 cosϕ+

4r2
√
5 sinϕ+ 10r3 cosϕ sinϕ) dϕ. Kako je

∫ 2π

0 cosϕ dϕ =
∫ 2π

0 sinϕ dϕ =
∫ 2π

0 cosϕ sinϕ dϕ = 0, ostaje

nam I = 10
∫ 1

0
dr
∫ 2π

0
4r dϕ = 80π

∫ 1

0
r dr = 40π.

Primer 24. Integral

∫

e−x2

dx je neelementarna funkcija. Ipak, integral I =

∫ ∞

0

e−x2

dx se moжe

izraqunati korix�eǌem nesvojstvenog dvostrukog intregrala.

Svakako je tako�e I =
∫∞
0 e−y2

dy. Prema tome,

I2 =

∫ ∞

0

e−x2

dx

∫ ∞

0

e−y2

dy =
x

R+

e−x2−y2

dxdy,

gde R
+ predstavǉa prvi kvadrant u xy-ravni, tj. beskonaqnu oblast x, y > 0. Uvo�eǌem

polarnih koordinata x = r cosϕ i y = r sinϕ (r > 0, 0 6 ϕ 6
π
2 ) sledi

I2 =

∫ ∞

0

e−r2 · r dr
∫ π/2

0

dϕ =
π

2

∫ ∞

0

e−r2 · r dr =
π

4

∫ ∞

0

e−t · dt = π

4
.

Prema tome, I = 1
2

√
π.



Zapremina prostornog tela

Jedna od primena dvostrukog integrala je u izraqunavaǌu zapremine tela u prostoru. Telo V
moжe biti zadato uslovima

z1(x, y) 6 z 6 z2(x, y), gde (x, y) ∈ D.

Oblast D je projekcija tela V na xy-ravan. Duжina dela prave (x = x0, y = y0) unutar tela V
jednaka je ℓ(x0, y0) = z2(x0, y0) − z1(x0, y0). Zapreminu tela dobijamo integracijom veliqine ℓ(x, y)
po oblasti D:

V =
x

D

ℓ(x, y) dxdy =
x

D

(z2 − z1) dxdy.

Alternativno, ako je telo smexteno izme�u ravni z = a i z = b i povrxina ǌegovog popreqnog
preseka za z = z0 je P (z0), onda ǌegovu zapreminu moжemo da raqunamo i kao

V =

∫ b

a

P (z)dz.

Primer 25. Izraqunati zapreminu V izme�u xy-ravni i paraboloida z = 1− x2 − y2.

Rexeǌe. Kako je 0 6 z 6 1−x2− y2, ima�emo V =
s

D(1−x2− y2)dxdy, gde je D projekcija datog tela
na xy-ravan.

Oblast D je krug odre�en uslovima −1 6 x 6 1 i −
√
1− x2 6 y 6

√
1− x2. Zato raqunamo

V =
∫ 1

−1
dx
∫

√
1−x2

−
√
1−x2(1−x2−y2)dy =

∫ 1

−1
dx(y−x2y− 1

3y
3)
∣

∣

√
1−x2

−
√
1−x2 = 4

3

∫ 1

−1
(1−x2)3/2dx. Korix�eǌem

smene x = sin t, −π
2 6 t 6 π

2 dobijamo V = 4
3

∫ π/2

−π/2
cos4 tdt = 4

3 · 3
8π = 1

2π.

Povrxina povrxi

Neka je (skoro svuda) glatka povrx σ data parametarski, s parametrima u i v:

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D.

Kada se parametar u uve�a za du (odnosno, v za dv), taqka M(x, y, z) na povrxi pomera se za vektor
~σudu (odnosno ~σvdv), gde su

~σu = (x′
u, y

′
u, z

′
u) i ~σv = (x′

v , y
′
v, z

′
v).

Na ovaj naqin, pravougaoniku sa temenom (u, v) i dimenzijama (du, dv) u uv-ravni pribliжno odgo-
vara “paralelogram” na povrxi razapet vektorima ~σudu i ~σvdv, a povrxina ovog paralelograma
je

dσ = |~σu × ~σv| dudv = |(A,B,C)| dudv =
√

A2 +B2 + C2 dudv, (20)

gde su

A =

∣

∣

∣

∣

∣

y′u z′u
y′v z′v

∣

∣

∣

∣

∣

, B =

∣

∣

∣

∣

∣

z′u x′
u

z′v x′
v

∣

∣

∣

∣

∣

, C =

∣

∣

∣

∣

∣

x′
u y′u

x′
v y′v

∣

∣

∣

∣

∣

.

Povrxinu povrxi σ nalazimo integracijom dσ po oblasti D:

S =
x

D

dσ =
x

D

|~σu × ~σv| dudv =
x

D

√

A2 +B2 + C2 dudv. (21)

U specijalnom sluqaju, kada je povrx σ eksplicitno zadata jednaqinom

z = z(x, y), (x, y) ∈ D,

uloge parametara u i v preuzimaju x i y, a formula (21) poprima oblik

S =
x

D

dσ =
x

D

√

1 + z′x
2 + z′y

2 dxdy. (22)

Primer 26. Izraqunati povrxinu dela sfere x2 + y2 + z2 = 4 iznad ravni z = 1.



Rexeǌe. Uvedimo polarne koordinate x = r cosϕ i y = r sinϕ. Tada je z =
√
4− r2, pa uslov z > 1

postaje 0 6 r 6
√
3, uz 0 6 ϕ 6 2π. Koristimo formulu (21). Imamo

σr = (cosϕ, sinϕ, −r√
4−r2

) i σϕ = (−r sinϕ, r cosϕ, 0),

pa je ~σr × ~σϕ = ( r2√
4−r2

cosϕ, r2√
4−r2

sinϕ, r) i odatle dσ = |~σr × ~σϕ| drdϕ = 4r2

4−r2 drdϕ.

Prema tome, traжena povrxina je

S =

∫ 2π

0

dϕ

∫

√
3

0

2r√
4− r2

dr = 2π

∫

√
3

0

2r dr√
4− r2

= 4π.

Zadaci

1. Izraqunati I =
x

D

(x+ y) dxdy, gde je D oblast odre�ena parabolama y = x2 i y = 3− x− x2.

Rexeǌe. Odredimo prvo preseqne taqke dveju parabola: imamo x2 = 3 − x − x2, tj. 2x2 + x− 3 = 0,
qija su rexeǌa x = 1 i x = − 3

2 . Dakle, − 3
2 6 x 6 1. Na ovom intervalu je prva elipsa ispod

druge, te je x2 6 y 6 3− x− x2. Prema tome, traжeni integral je

I =

∫ 1

− 3
2

dx

∫ 3−x−x2

x2

(x+ y)dy =

∫ 1

− 3
2

dx

(

xy+
1

2
y2
)
∣

∣

∣

∣

y=3−x−x2

y=x2

=
1

2

∫ 1

− 3
2

(9−7x2−2x3)dx = −1375

192
.

2. Oblast D u xy-ravni je data uslovima x+ 1 > 2y > 2x > y. Na�i integral I =
x

D

y dxdy.

Rexeǌe. Oblast D je najlakxe predstaviti grafiqki, kao na slici. Ova oblast je opisana uslo-
vima x 6 y 6 2x za 0 6 x 6

1
3 i x 6 y 6

x+1
2 za 1

3 6 y 6 1. Zato je

I =

∫ 1
3

0

dx

∫ 2x

x

y dy +

∫ 1

1
3

dx

∫
x+1

2

x

y dy

=

∫ 1
3

0

3x2

2
dx+

∫ 1

1
3

1 + 2x− 3x2

8
dx =

1

54
+

2

27
=

5

54
. ✲

✻

✟✟✟✟✟✟✟✟

�
�
�
�
�
�

✁
✁
✁
✁
✁
✁
y=2x y=x

x+1=2y

y

x

D1
2

1
3

1

3. Izraqunati integral I =

∫ e

1

(lnx+ 1) dx

∫ e

x

dy

ln y
.

Rexeǌe. Unutraxǌi integral je neelementaran. Zato �emo pokuxati da dati dvostruki integral
raqunamo u drugom poretku. Ovaj integral je po oblasti D datoj uslovima 1 6 x 6 y 6 e, pa
poredak integracije moжe biti i 1 6 y 6 e i 1 6 x 6 y. Dakle,

I =

∫ e

1

dy

ln y

∫ y

1

(lnx+ 1)dx =

∫ e

1

dy

ln y
· x lnx

∣

∣

x=y

x=1
=

∫ e

1

dy

ln y
· y ln y =

∫ e

1

y dy = e− 1.

4. Dat je integral I =
x

D

y − x

y + x
ex

2−y2

dxdy, gde je D oblast u ravni data uslovima y > x > 0.

Smenom x = r sh t, y = r ch t svesti I na integral po r i t, a zatim izraqunati taj integral.

Rexeǌe. Uslov y > x > 0 daje kao jedino ograniqeǌe D′: r > 0 i t > 0.

Uverimo se prvo da je predloжena smena injektivna. Imamo y + x = ret, y − x = re−t i
y2 − x2 = r2, odakle je t = ln y+x

r = 1
2 ln

y+x
y−x i r =

√

y2 − x2, pa taqka (x, y) jednoznaqno odre�uje
r i t, tj. smena je zaista injektivna.

Jakobijan je J =

∣

∣

∣

∣

sh t ch t
r ch t r sh t

∣

∣

∣

∣

= −r, pa je dxdy = r drdt. Traжeni integral postaje

I =
x

D′

re−t

ret
e−r2 · r drdt =

∫ ∞

0

e−2tdt

∫ ∞

0

re−r2dr =

(

−1

2
e−2t

)

∣

∣

∞
t=0

·
(

−1

2
e−r2

)

∣

∣

∞
r=0

=
1

2
· 1
2
=

1

4
.



5. Izraqunati povrxinu povrxi σ date jednaqinom z = x3/2 + y3/2 za 0 6 x, y 6 1.

Rexeǌe. Ovde je D pravougaonik [0, 1] × [0, 1]. Koristimo formulu (22). Poxto je z′x = 3
2

√
x i

z′y = 3
2

√
y, povrxina S date povrxi jednaka je

S =
x

D

√

1 +
9

4
x+

9

4
y dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

(

1 +
9

4
x+

9

4
y

)1/2

dy =

∫ 1

0

dx

[

8

27

(

1 +
9

4
x+

9

4
y

)3/2
]∣

∣

∣

∣

∣

y=1

y=0

=
8

27

∫ 1

0

[

(

13

4
+

9

4
x

)3/2

−
(

1 +
9

4
x

)3/2
]

dx =
2

1215

(

225/2 − 2 · 135/2 + 32
)

≈ 1,78351

.

6. Izraqunati zapreminu tela odre�enog povrxima z = x2 + 3y2 − 4y i z = 4x− y2.

Rexeǌe. Ove dve povrxi se seku po elipsi x2 + 3y2 − 4y = 4x− y2, tj. nakon dopuǌavaǌa kvadrata
(x−2)2+(2y−1)2 = 5. U polarnim koordinatama: x = r cosϕ+2, y = 1

2r sinϕ+ 1
2 , gde 0 6 r 6

√
5

i 0 6 ϕ 6 2π. Jakobijan je J = 1
2r i z1 − z2 = (4x − y2) − (x2 + 3y2 − 4y) = 5 − r2, tako da je

zapremina

V =

∫ 2π

0

dϕ

∫

√
5

0

(5− r2) · 1
2
r dr =

25π

4
.

7. Odrediti povrxinu dela povrxi z =
√
2xy koji leжi unutar cilindra x2 + y2 = 9, x, y > 0.

Rexeǌe. Uvo�eǌem polarnih koordinata imamo x = r cosϕ, y = r sinϕ i z = r
√
sin 2ϕ, gde je 0 6

r 6 3. Primetimo i da uslov x, y > 0 daje 0 6 ϕ 6 π/2. Xtavixe, povrx je simetriqna
u odnosu na ravan x = y (tj. ϕ = π/4), pa moжemo da raqunamo 0 6 ϕ 6 π/4 i rezultat
pomnoжimo sa 2. Kako je ~σr = (cosϕ, sinϕ,

√
sin 2ϕ) i ~σϕ = r(− sinϕ, cosϕ, cos 2ϕ√

sin 2ϕ
), dobijamo

dσ = r
∣

∣(− sinϕ√
sin 2ϕ

,− cosϕ√
sin 2ϕ

, 1)
∣

∣ drdϕ = r
√

1 + 1
sin 2ϕ drdϕ. Integracijom sledi

P = 2

∫ 3

0

r dr

∫ π/4

0

√

1 +
1

sin 2ϕ
dϕ = 9

∫ π/4

0

√

1 +
1

sin 2ϕ
dϕ =

∣

∣

∣

∣

t= 1
sin 2ϕ

dϕ= dt

2t
√

t2−1

∣

∣

∣

∣

= 9

∫ ∞

1

dt

2t
√
t− 1

=
∣

∣

∣

t=u2+1
dt=2u du

∣

∣

∣
= 9

∫ ∞

0

du

u2 + 1
=

9π

2
.

8. Na�i povrxinu povrxi date jednaqinom z = ex sin y za 0 6 x 6 1 i 0 6 y 6 2π.

Rexeǌe. Poxto je dS =
√

1 + z2x + z2y dxdy =
√

1 + e2x sin2 y + e2x cos2 y dxdy =
√
1 + e2x dxdy, povrxina

je jednaka P =
∫ 1

0

∫ 2π

0 dS =
∫ 1

0

∫ 2π

0

√
1 + e2x dydx = 2π

∫ 1

0

√
1 + e2x dx. Smenom ex = t i ex dx = dt,

a potom smenom 1 + t2 = u2 i tdt = udu dobijamo

P = 2π

∫ e

1

√
1 + t2

t
dt = 2π

∫ e

1

√
1 + t2

t2
tdt = 2π

∫

√
e2+1

√
2

u2 du

u2 − 1
= π

∫

√
e2+1

√
2

(

2 +
1

u− 1
− 1

u+ 1

)

du

= π

(

2u+ ln

∣

∣

∣

∣

u− 1

u+ 1

∣

∣

∣

∣

)∣

∣

∣

∣

√
e2+1

√
2

= π

(

2
√

e2 + 1− 2
√
2 + ln

(
√
e2 + 1− 1)(

√
2 + 1)

(
√
e2 + 1 + 1)(

√
2− 1)

)

≈ 12,5883.

9. Izraqunati zapreminu tela odre�enog uslovima x2 + y2 6 1 i z2 + 2xy 6 1.

Rexeǌe. Kako je ovde −√
1− 2xy 6 z 6

√
1− 2xy, traжena zapremina je V =

s

x2+y261 2
√
1− 2xy dxdy.

Ako stavimo polarne koordinate x = r cosϕ i y = r sinϕ (0 6 r 6 1, 0 6 ϕ < 2π), dobijamo

V =
∫ 2π

0 dϕ
∫ 1

0 2r
√

1− r2 sin 2ϕdr. Unutraxǌi integral raqunamo smenom t = 1−r2 sin 2ϕ: tada je

dt = −2r sin 2ϕdϕ i
∫ 1

0
2r
√

1− r2 sin 2ϕdr = 1
sin 2ϕ

∫ 1

1−sin 2ϕ

√
tdt = 2

3 sin 2ϕ t
3/2
∣

∣

∣

1

1−sin 2ϕ
= 2−2(1−sin 2ϕ)3/2

3 sin 2ϕ .

Kako je 1− sin 2ϕ = 1− cos 2(ϕ− π
4 ) = 2 cos2(ϕ− π

4 ), imamo (1− sin 2ϕ)3/2 =
√
8| cos3(ϕ− π

4 )|, pa je



(uz smene ϕ = s+ π
4 i u = s− π

4 )

V =
2

3

∫ 2π

0

1− (1− sin 2ϕ)3/2

sin 2ϕ
dϕ =

2

3

∫ 2π

0

1−
√
8| cos3 s|

cos 2s
ds =

8

3

∫ π/2

0

1−
√
8 cos3 s

cos 2s
ds

=
8
√
8

3

∫ π/4

0

sin3 s− cos3 s

cos 2s
ds =

8
√
8

3

∫ π/4

0

(sin s− cos s)(1 + sin s cos s)

cos 2s
ds

=
32

3

∫ π/4

0

sin(s− π
4 )(1 +

1
2 sin 2s)

− sin 2(s− π
4 )

ds = −8

3

∫ π/4

0

2 + sin 2s

cos(s− π
4 )

ds = −8

3

∫ π/4

0

2 + cos 2u

cosu
du

= −8

3

∫ π/4

0

(3− 2 sin2 u) cosu du

1− sin2 u
=

8

3

∫ 1√
2

0

(3 − 2t2)dt

1− t2
=

4

3

∫ 1√
2

0

(

4 +
1

1− t
+

1

1 + t

)

dt

=
4

3

(

4t− ln(1− t) + ln(1 + t)
)
∣

∣

1/
√
2

0
=

8

3

(
√
2 + ln(

√
2 + 1)

)

≈ 6,12157.


