
Matematika 3 - pismeni deo ispita 23.2.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′ − 2y′ + y =
ex

x
.

Rexeǌe. Data jednaqina je nehomogena linearna diferencijalna
jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Odgovara-
ju�a homogena jednaqina glasi

y′′ − 2y′ + y = 0,

dok je karakteristiqna jednaqina

k2 − 2k + 1 = 0.

Karakteristiqna jednaqina ima dvostruko rexeǌe k1/2 = 1, odakle
dobijamo fundamentalni sistem rexeǌa homogene jednaqine koji
qine funkcije y1 = ex i y2 = xex. Stoga je opxte rexeǌe homogene
jednaqine

yh = c1e
x + c2xe

x.

Za odre�ivaǌe opxteg rexeǌa nehomogene jednaqine koristimo
Lagran�ovu metodu varijacije proizvoǉnih konstanti. Opxte
rexeǌe nehomogene jednaqine tra�imo u obliku

y = c1(x)ex + c2(x)xex.

Prvo formiramo Lagran�ov sistem jednaqina:

c′1(x)ex + c′2(x)xex = 0

c′1(x)ex + c′2(x)(1 + x)ex =
ex

x
.

Ako prvu jednaqinu pomno�imo sa −1, pa je saberemo sa drugom,
dobijamo

c′2(x)ex =
ex

x
,

odakle sledi

c′2(x) =
1

x
,

1



pa je

c2(x) =

∫
c′2(x)dx =

∫
1

x
dx = ln |x|+ d2.

Ako c′2(x) =
1

x
uvrstimo u prvu jednaqinu Lagran�ovog sistema,

dobijamo

c′1(x) = −1,

pa je

c1(x) =

∫
c′1(x)dx =

∫
(−1)dx = −x+ d1.

Najzad, opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y = (−x+ d1) ex + (ln |x|+ d2)xex,

odnosno, nakon sre�ivaǌa,

y = (d1 + d2x+ x ln |x|)ex.
2. Izraqunati ∮

C

x3ds,

gde je C kriva zadata jednaqinama x2 + y2 + z2 = 1, z = −1

3
.

Rexeǌe. Kriva C je kru�nica koja se nalazi u preseku sfere

x2 + y2 + z2 = 1 i ravni z = −1

3
. Ako z = −1

3
uvrstimo u jednaqinu

sfere dobijamo

x2 + y2 =
8

9
,

pa je parametrizacija kru�nice C

x =
2
√

2

3
cos t, y =

2
√

2

3
sin t, z = −1

3
; 0 ≤ t ≤ 2π.

Odavde je

ds =
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2dt =

√√√√(−2
√

2

3
sin t

)2

+

(
2
√

2

3
cos t

)2

+ 02dt =
2
√

2

3
dt
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i

∮
C

x3ds =

∫ 2π

0

(
2
√

2

3
cos t

)2

· 2
√

2

3
dt =

64

81

∫ 2π

0

cos3 tdt = 0.

3. Izraqunati povrxinu onog dela povrxi y2 + z2 = 2x koji iseca

povrx y2 + z2 =
1

2
.

Rexeǌe. Tra�enu povrxinu raqunamo po formuli

P =

∫∫
G

√
1 +

(
∂x

∂y

)2

+

(
∂x

∂z

)2

dydz.

Ovde je sa G oznaqena oblast koja predstavǉa unutraxǌost (ukǉu-
quju�i i granicu) projekcije preseka paraboloida y2 + z2 = 2x i

cilindra y2 + z2 =
1

2
na Oyz ravan i va�i

G : y2 + z2 ≤ 1

2
.

Iz jednaqine paraboloida y2 + z2 = 2x je x =
1

2
y2 +

1

2
z2, odakle je

∂x

∂y
= y,

∂x

∂z
= z, pa daǉe imamo

P =

∫∫
G

√
1 + y2 + z2dydz.

Prelaskom na polarne koordinate

y = ρ cosϕ, z = ρ sinϕ,

oblast G transformixemo u oblast

D : ρ2 ≤ 1

2
,

odakle dobijamo granice ϕ |2π0 , ρ |1/
√

2
0 , a jakobijan je J = ρ. Daǉe

je

P =

∫∫
D

√
1 + ρ2 · ρdϕdρ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1√
2

0

√
1 + ρ2ρdρ

=

{
smena 1 + ρ2 = t2

ρdρ = tdt

}
= 2π

∫ √ 3
2

1

t2dt = · · · = 3
√

6− 4

6
π.

3



4. Odrediti divergenciju, rotor i vektorske linije vektorskog
poǉa

~A = grad

(
x4 + y4 + z4

4

)
.

Zatim izraqunati protok datog vektorskog poǉa kroz spoǉaxǌu
stranu povrxi x2 + y2 + z2 + 2y = 0.
Rexeǌe. Poǉe ~A mo�emo zapisati kao

~A =

(
∂

∂x

x4 + y4 + z4

4
,
∂

∂y

x4 + y4 + z4

4
,
∂

∂z

x4 + y4 + z4

4

)
= (x3, y3, z3).

Divergencija poǉa ~A je

div ~A = ∇ · ~A =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (x3, y3, z3) =

∂

∂x
x3 +

∂

∂y
y3 +

∂

∂z
z3

= 3x2 + 3y2 + 3z2 = 3(x2 + y2 + z2),

dok je rotor poǉa ~A

rot ~A = ∇ × ~A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂

∂y
z3 − ∂

∂z
y3

)
~i−

(
∂

∂x
z3 − ∂

∂z
x3

)
~j +

(
∂

∂x
y3 − ∂

∂y
x3

)
~k

= (0− 0)~i− (0− 0)~j + (0− 0)~k = ~0.

Vektorske linije odre�ujemo iz odgovaraju�eg sistema diferen-
cijalnih jednaqina u simetriqnom obliku

dx

x3
=
dy

y3
=
dz

z3
.

Iz jednakosti

dx

x3
=
dy

y3

nakon integracije dobijamo
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c1 =
1

x2
− 1

y2
,

dok iz jednakosti

dx

x3
=
dz

z3

nakon integracije sledi

c2 =
1

x2
− 1

z2
.

Dakle, vektorske linije datog vektorskog poǉa su

c1 =
1

x2
− 1

y2
, c2 =

1

x2
− 1

z2
.

Protok vektorskog poǉa ~A je

ΦΓ( ~A) =

∫∫
Γ

x3dydz + y3dzdx+ z3dxdy =

{
formula

Gaus-Ostrogradskog

}

=

∫∫∫
T

(
∂x3

∂x
+
∂y3

∂y
+
∂z3

∂z

)
dxdydz

= 3

∫∫∫
T

(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz.

Ovde je sa Γ oznaqena sfera x2 + y2 + z2 + 2y = 0, a sa T ǌena
unutraxǌost (ukǉuquju�i i granicu),

T : x2 + y2 + z2 + 2y ≤ 0,

odnosno

T : x2 + y2 + z2 ≤ −2y.

Prelaskom na sferne koordinate

x = ρ cosϕ sin θ, y = ρ cos θ, z = ρ sinϕ sin θ,

telo T transformixemo u telo

U : ρ2 ≤ −2ρ cos θ,
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odnosno, za telo U va�i

ρ ≤ −2 cos θ.

Odavde sledi ρ|−2 cos θ
0 . S obzirom da je ρ nenegativno i da va�i

ρ ≤ −2 cos θ, mora biti ispuǌeno −2 cos θ ≥ 0, odakle sledi cos θ ≤ 0,
pa je θ|ππ

2
. Va�i i ϕ|2π0 , a jakobijan je J = ρ2 sin θ. Daǉe je

ΦΓ( ~A) = 3

∫∫∫
U

ρ2 · ρ2 sin θdϕdθdρ = 3

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

π
2

sin θdθ

∫ −2 cos θ

0

ρ4dρ

= 3 ϕ|2π0
∫ π

π
2

sin θ
ρ5

5

∣∣∣∣−2 cos θ

0

dθ = 3 · 2π
∫ π

π
2

sin θ
−32 cos5 θ

5
dθ

=
192π

5

∫ π

π
2

cos5 θ(− sin θ)dθ =


smena cos θ = t
− sin θdθ = dt

θ =
π

2
⇒ t = 0

θ = π ⇒ t = −1


=

192π

5

∫ −1

0

t5dt =
192π

5

t6

6

∣∣∣∣−1

0

=
32π

5
.
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Matematika 3 - pismeni deo ispita 23.2.2015.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′ + 2y′ + y =
e−x

x
.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 1. zadatku grupe 1.
Dobija se opxte rexeǌe

y = (d1 + d2x+ x ln |x|)e−x.

2. Izraqunati ∮
C

y3ds,

gde je C kriva zadata jednaqinama x2 + y2 + z2 = 1, z = −2

3
.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 2. zadatku grupe 1.
Dobija se ∮

C

y3ds = 0.

3. Izraqunati povrxinu onog dela povrxi x2 + z2 = 2y koji iseca

povrx x2 + z2 =
1

2
.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 3. zadatku grupe 1, s
tim xto x i y zamene uloge. Dobija se isto rexeǌe

P =
3
√

6− 4

6
π.

4. Odrediti divergenciju, rotor i vektorske linije vektorskog
poǉa

~A = grad

(
x4 + y4 + z4

4

)
.

Zatim izraqunati protok datog vektorskog poǉa kroz spoǉaxǌu
stranu povrxi x2 + y2 + z2 + 2x = 0.
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 4. zadatku grupe 1, s
tim xto x i y zamene uloge. Dobijaju se isti rezultati: diver-
gencija
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div ~A = 3(x2 + y2 + z2),

rotor

rot ~A = ~0,

vektorske linije

c1 =
1

x2
− 1

y2
, c2 =

1

x2
− 1

z2
,

i protok

ΦΓ( ~A) =
32π

5
.
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