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YBPCTORA HUJINHAPUYIHUX 3YITYACTUX ITAPOBA

Onrepehense 3ynia: HOMMHAJIHO U MEPOJIABHO

Pagna ontepehema, koja cy pe3ynraT QyHKIMje MalTMHCKOT Jieia Cy TlaBHa - npumapHa. [lopen oBor
onrepehema, y paly MalIMHCKUX AEJOBAa jaBjbajy ce W JOMyHCKa onTepehema koja cy pesynrat
HETauyHOCTU 00JIMKa, TUMEeH3Hja 1 Mel)yCOOHOT 1oJIokaja eJIoBa, Kao U lUXOBE HEYPaBHOTEIKCHOCTH.
OBa pomyHcka onrtepeliela Cy HApOYMTO HM3paKEHa KOJ 3YMYacTHX, JIAaHYaHUX, PEMEHUX U
KOTpJbajHUX MapoBa.

Panuo onrepeheme y BUmy cuile WM MOMEHTa ofipeheHo Ha OCHOBY cHare W Op3WHE KpeTama jecTe
HOMMHAJHO onTepeheme:

FI’lOITL :ﬁ(P;v)) Tl’l()m :ﬁ(P’a))

VY ycnoBuma npuONMKHO CTALMOHAPHOT PeKUMA PajJa MOTOHCKE U PaJHe MaIlIMHE, CTBAPHO PAaJHO
onrtepeheme 0Aropapa HOMUHAJIHOM onTepehemy.

Ko HecTanmoHapHOT peXuMa pajia MOTOHCKE W/HMITK pajiHe MalllnHe, CTBAPHO pajHo onTepeheme
He 0JIr0Bapa HOMHHAJTHOM.
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Bpcme paonoe onmepehiersa

OppehuBame cTBapHOr panHor ontepehema 3ybama 3ymuacThX MapoBa je BeoMa CIIOKEHO 300T
BEJIMKOT YTHIaja TeOMEeTPUjCKHUX M KHHEMATCKUX YCJOBa, YCJ0BA TAYHOCTH M3paje, MOHTAKe,
K20 H eKCIUI0ATAIMOHUX M PAJIHUX YC€JI0Ba. 3aTO Ce aHaIn3a paJHe CIIOCOOHOCTH 3y0ara ca acreKkTa
NOBPIIMHCKE W 3alpeMHHCKE YBpCcTOhe CIpoBOOM Ha OCHOBY MepoaaBHoOr omtepehema, ogHOCHO
HOMHHATHOT ontepehema u pakTopa MmepoaaBHor ontepehema K:

Fmer = F‘ﬂo]’]’l'[<

rnecy: K=Ky KyKzK,,
K,— dakTop yTHIIaja TOTOHCKE U paJHE MAIlIUHE
Ky — (hakTop IMHAMUYKUX CHITa
K — daxrop pacnozene onrepehema 1y TpeHyTHE JIMHUjE JOAUPA
K~ daxTop pacnojene ontepehema Ha HICTOBPEMEHO CIIPETHYTE NapoBe 3y0aria
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360r manux eHepreTckux rybuTtaka, oQHOCHO BEnUKOr cteneHa uckopuihera (77 ~ 0,98), MOXe

ce TMpeTnocTaBUTU [a Cy WHTEH3UTETWM TaHreHUMjarHUX cuna Ha ChperHyTM 3ynyaHuuumMa
NPUBIVKHO jeOHaKK:

F, = F,

MHTeH3NTeT TeHreHumjarnHux cuna ce Moxe ofpeauTu U Ha OCHOBY MpeyHuKa NogeoHUX Kpyroea, Tj.
MOXe ce npeTrnocTaButn: d , ~d, nd , =d,.



Mawuncku gpaxynmem Ynueepszumema y beoepady/ Mawuncku enemenmu 2/ Ilpedasarve 4

VYTulaj moroucke u pajHe MaliMHe HA pPajJ NPEHOCHUKA CHAre

3ynuacTy NpeHOCHHK ce Haja3u u3Mel)y moroHcke M panHe MammHe. [locpencTBoM criojHUIA, OH je
CTIOjeH ca OBUM MalllMHaMa.

cnojHuua crojHuua

MoroHcka MpeHocHMK
MalumHa CHare

bnox wema mawunckoe cucmema

PagHa
MaluuHa

VTuiaj okpy)kerma, Tj. MOTOHCKE W pajHEe MAaIlWHEe Ha paj 3yI4acTor MPEHOCHHKA — MEpPOJaBHO
onrtepeheme 3y0barla, y3uma ce y 003up npeko dakxropa K.

Payn mpeHOCHMKA CHare ca acleKkTa IMPOMEHJBHBOCTH onTepeherma Koje 101a3u o1 MOTOHCKE W pajiHe
MallvHe 3aBUCH OJ KapakTepa paja OBHX MAllMHA M BPCTE NPHMEHEHHX CIOJHHIA. Y HAeATHOM
cay4yajy Kaja TOTOHCKa MallMHA NPOHM3BOAM paBHOMEpaH OOpPTHM MOMEHT, a pajHa MalldHa
o0aBspajyhn KopucTan pan je paBHOMepHO omnrtepeheHa, MPEHOCHUK CHAre je M3JI0)KeH PaBHOMEPHOM
ontepehemy 4YMjH HHTEH3UTET OAroBapa HOMHHATHOM. OBOM TI'DaHHYHOM YCIIOBY OIroBapa
MUHHMaJIHA BpeAHOCT (akTopa Kj.

KA min = 1

Y u3pa3suTo HeCTALIMOHAPHUM YCJI0BHMA Pajia IOTOTOHCKE U pajiHe MalIMHE (jaku yaapy MOTPECH U
BUOpamyje), paJ MPeHOCHUKA CHAre 3aBHCH O] BPCTe NMPUMEeHE crojHuIe. KpyTe crojHuie mpeHoce
CBY HEpPaBHOMEPHOCT IIOTOHCKE W paJHE MallMHE Ha MpPEeHOCHUK cHare. OBOM EKCTPEMHO
HETIOBOJHHOM YCIIOBY pajia MPEHOCHHUKA CHAare OAroBapa MakCHUMaiHa BpeaHocT dakropa K.

Kynax 22
N36opom enacTuyHMX CcrIOjHUIIA, BpenHocTH (hakTtopa K ce Mory cMamuTh 3a 20%.

rpaHNy4YHn ycnoeu

K,

CTBapHM ycroBu paga

I'panuune speonocmu paxmopa K4

YTunaj AMHAMUYKHX CHJIA

Oncrynama o0iimka OOKOBa M Kopaka 3y0alla HacTajga MpH HpOoIeCcy M3pajie U YCIeld, eaCTHUHUX
nedopMaryja CpernyTux 3yoaia, Tena 3ymyaHuKa, BpaTuiia U OCIIOHAIa 10BO/Ie 10 MPOMeHe YraoHe
Op3uHe TOWCHOT 3ymuaHuka. [Ipu cTamHoj yraoHoj Op3WHHM TOTOHCKOT 3YITYaHWKA, YraoHa Op3uHa
TOBCHOT 3yMYaHUKa CE€ MEeHa, OCLIIYje OKO 3aMUIIUbEHE CPEeIe BPeIHOCTU (),. CarnacHo oBoMe,

MCiba CC U MPECHOCHU OJJHOC 3yIMYacCTOr mmapa:
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u(t) =

Tl'omeHn 3yIMYaHuK ce Ipu OOPTHOM KpeTamy Hau3MEHHYHO yOp3aBa M yCIlopaBa, MTOo ce pediekryje
Ha JIOMYHCKO — A0JaTHO noBehame pagHor onrepeherma 3ynia. YTUIAj OBOT JOMYHCKOT onrtepeherma
y3uMa ce y 003up Mpeko pakTopa TMHAMUYKHX cuia Ky.

AKO ce MPETIOCTABH JIa Cy 3YIIIH, TEJO 3yMUaHUKa, BPaTHIIA U OCIOHIIH allCOIYTHO KPYTH, & KOPaIlx
1 00JuIM 3y0aria arcojayTHO TauyHHU, yraOHe Op3WHE MOTOHCKOT M TOBCHOT 3YITYaHUKa MEHajy Ce Mo

2



Mawuncku gpaxynmem Ynueepszumema y beoepady/ Mawuncku enemenmu 2/ Ilpedasarve 4

HCTOM 3aKOHY, a TIPEHOCHHU OJHOC 3yITYacTor mapa je crajgad. Kox oBor maeasHor ciaydaja (axkTop
JAWHAMUYKHX CUJIa UMa MUHUMAJIHY BPEIHOCT:

Kv min — 1
Y Q)
0,
®,
t t
Tox npomeHe y2aoHe Op3UOHe pedIHO2 3YNYACMO2 Tox npomene yzaoHe Op3uUoOHe UOeaNaH02 3yRUACMO2
napa py; # P2 napa pyr = pp2

Y cTBapHOCTH rope HaBaJeHe MPETNOCTABKEe HUCY HCHyH-eHe. MHTEH3WTeT AMHAMUYKUX CHIIA
3aBUCH O]l HMHTCH3WTETa NPOMEHE yraoHe Op3WHE TOWKEHOT 3yIYaHWKa M MOMEHTa HHEpIHje
CIper"yTor 3ymdactor mapa. [Ipu Tome, Ta4HOCT Kopaka CIperHyTHX 3y0ala nMa JIOMHUHAHTaH YTUIA]
Ha WHTCH3WUTET IIpoMeHe yraoHe OpsmnHe. OBaj yTHIIAj HA JOMYHCKO — AHUHAMHYKO onTepeheme
3y0ana ce KBaHTH(HKYje MPeKO KBAJUTETa ToJepanuuje uzpage 3ydana (IT). Benmuka tagnoct
m3page 3ybaua (IT3 ... ITS), maje penmatMBHO Maja OUHAMHUYKa onTepehema, and HUCTOBPEMEHO
HaJla)Ke BEITMKE TPOIIKOBE POU3BOIHE.

Ky

IT10

IT8

TpoumkoBu
MPOU3BOIHH€

1 IT3

IT

I'panuune epeonocmu paxmopa Ky 3asucnocm mpowkosac npouzgoorwe 00
maynocmu uspaoe.

Kon mane raunoctu uspane (IT9, IT10 ...), nonyHcko, iuHAMU4YKO ontepeheme 3ydaia je 3HaTHO
Behe o1 HoMuHANHOT ontepehema, Tj. hakTop AMHAMUYKHUX CHIIA je:

K, >2

Y mmby cMambemha JMHAMHYKUX CHJIA CIIPOBOAM ce Kopekiuja mpoduia 3ydama. Ona ce cactoju
y noBehamey cTereHa 3aKpUBJ/BEHOCTH MPo(duiia Ha BpXy — TEMEHY W/WJIU Ha aKTUBHOM JIeNy Tpoduiia
ITOJTHO’K]ja, IOCMATPaHO y OHOCY Ha Teopujcku npoduia. OBuM edeKTOM ce mopea cMamemha OyKe u
BuOpanuja nosehaBa u peaBHoMepHOCT pacnojeie ontepehema Ko HCTOBPEMEHO CIPErHYTUX
naposa 3ybana.

TNunuja Teopujckor npocduna aynuya

TuHWja kKopurosaHor
' npoduna aynua

|
|

, Kopexyuja npogpuna 3ynya
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YTunaj pacnoaese onrepehema ay:k TpeHyTHe JMHHje J0AUPA

AHra’k0BaHOCT CBaKe TauKe TPeHYTHe JIMHHUje J0JUpa Yy IpeHollewky onrepehema 3aBHCH 01
KOMIATHOMJIHOCTH TayHOCTH H3pajAe 3y0ala, NPBEHCTBEHO MpaBla OOYHHMX JWHHja 3yOara,
NpaleIHOCTH Oca OoOpTama CIPEerHyTHX 3yNuYaHWKa, KPYTOCTH: 3yOala, BpaTwia W OCJOHala, U
UHTeH3UTeTa onrepehema Koje ce MpeHocH. Y CTBAPHOCTH pacmojena onrepehema ayk TpeHyTHe
JWHUje NoAupa je HepaBHOMepHa (Ha ciui, 0),B),r),n)). YTHIa] OBe HEPAaBHOMEPHOCTH Ha PagHO
onrepeheme 3ynua y3suMa ce y o03up ¢aktopom pacnojese ontepehema qy:k TpeHyTHe JIMHMje
aoaupa Kp. F

a | :::::::: : :: 06nuK Teopujckor 3ynua
B 06nMK KopuroBaHor 3ynua
F
6) Kﬂ —> o0
I< Ko< F I~ &
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b
Kopexyuja 6oune nunuje 3ynya
F>K
r) Kp=2
e
ISF? Tl
1< Kg<2
n) Tpanuuna (a u 6) u peanna (8, 2, 0) pacnodena onmepeherna
Oyoic mpeHymHe IuHuje 0ooupa 3yoaya
e

PaBHOMepHO aHra)koBamwe CBUX Tayaka TpPEHyTHE JHMHHUjE TOIUpa Yy IMpeHOolIeny onTepehema,
HaJIaXkKe arcoJIyTHO KPYyTE M allCOMyTHO Ta4yHE: 3yMYaHHUKE, BpaTUia U OCJIOHIE. Y OBHM HAEaJHUM
ycaoBuMa BpeaHocTH akTopa Kg Cy MUHUMAITHE:

KB min — 1
Jlpyru rpaHMYHH YCJOB HacTaje KaJua ce OJCTYyNama yClie[ M3pajie U MOHTaXe 3yM4acTor mapa
KOMOHMHY]Yy ca KpyTUM 3ynmuMa. TeopHujcku mocMaTpaHo, y OBUM €KCTPEMHHM YCIIOBHMA CaMoO jeTHa

Ta4yKka TPEHYTHE JIMHU]e J0JAMpa ydecTByje y NpeHouewmy ontepehema. ¥ oBom ciyuajy daxrop Kp
TEXU OECKOHAYHO BEJIMKHUM BPEJHOCTHMA!

KB—)G)

CreneH aHra)kOBaHOCTH Apyrux Tadaka TpPCHYTHE J'II/IHI/Ije aoavpa  3aBHCU  OJ CJIIACTUYHUX
KapTaKTepUCTHKA CIPETHYTHX TMapoBa 3y0ama u wuHTeH3uTeTa onrtepehema. MHTEeH3UTET
KOHIIEHTpHUCaHOT omnTepehema Koje MPEeHOCH TMOCMATpaHu Tap 3ybalia oAroBapa MOBPIIWHHU HCIOJ
TOKa MIPOMEHE JTMHHjCKOT onTepehema Ha Ty KUHU KOHTaKTa by :

1
F=—q_ b I
2qmax k ()

Y cayyajy uaajdHoO paBHOMepHe pacnojeie JuHHjcKor onrtepehema (MCIpeKHIaHa JIMHHjA Ha
ciuiu( cBe Tauke TPEHYTHE JIMHHUjEe JOIUpa MPEHOCE 3aMUIIJBEHO — CPE/ibe JIMHUJCKO omnTepehere
(¢s). CarnacHo OBOMeE, HHTCH3UTET KOHIICHTPUCAHOT onTepehemha MOXKe e HAMMCATH y OOJIHKY:

F = qsr : b (II)

Ha ocnoBy uspasa I u Il cinean oy u3pas 3a daxrop Kp:
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K, =dm b (D)

P q st bk

Ha ocHoBy wuspasa III cinexn na BpenHoctn ¢akropa Kp 3a pacrojeny NpHKa3aHy Ha CIULH (B),
Bapupajy y HHTEPBAIY:

2< KB<OO

Ilosehamem ontepehema koje mnpeHocu mocMaTpaHu map 3ybama (F° > F), mosehaBa ce
paBHOMEpHOCT pacnojienie ontepehema Iyx TpeHyTHe JimHUje noaupa. Ha cmumm (T), nmpukasaH je
cllydaj Kaja caMo jelHa Tayka TPEHYTHE JIMHHUje JOAUpa HE YYeCTBYje y TpEHOIIeHhY ontepehema.
Carnacno uspasy Il cienu na je:

KB=2

Jamum nosehamem ontepehema (£’ > F’), Koje IpeHOCH TIOCMAaTpaHu map 3y0alia aHra)KOBaHEe CY
CBE Tauke TPEHYTHE JIMHUjEe Noaupa y npeHomewny ontepehema, (cnuka, (1)). Ha ocHoBy m3paza Il
cieau fa BpeaHocTy ¢axkropa K Bapupajy y HHTepBaly:

1< Kg<?2

Hamum mosehamem onrepehema, ¢akropa K Texu Opojy 1, a cTBapHa pacmojena JIMHH]jCKOT
ornrrepeliema ce npubnMKaBa UIeaTHO PABHOMEPHO] PacIOIeIH:

KB—)I

Ha ocHoBy cnpoBeigeHe aHajM3e cjledH Ja €y Tadke JoJupa y OJM3MHHM YEOHHMX IOBPIIMHA
3y0ama HajBHIle aHraskoBaHe y NpeHomemy onrtepehema. HbumxoBo pacrepeheme ce Moxke
OCTBAPUTH KOPEKUHjoM OOUYHe JIMHHUje 3ynia.

O3naka 3a ocHOBHH (pakTOp pacmogene onrepehema ay:k TpeHyTHe JuHHje noaupa je Kg. OBa
pacnogesa ontepehema HeMa HCTH yTHIA] HA paJHe HalOHe 00KOBa 3y0ama W pajgHe HallOHe Y
noAHoxjy 3ynua. CarjaacHo ToMe, KO HaloHa HA 0OKOBHMA 3y0aua oBaj ¢pakTop UMa 03HAKY
Ky, a xox HamoHa y noiHo:Kjy 3ynua o3Haky Kgg. lbuxosa mehyzaBucnocr nara je nuzpasom:

1,39
Ky =Ky -
YTunaj moJio:kaja 3ynuaHuKa Ha BPaTHILY Ytunaj onnoca b/d; Ha Be1u4Unny
Ha Be1u4YMHy (akTopa K (axrTopa Kg
A
B
C

Kﬁc > KBB > KBA

Kpgpy < Kgp»
Ky =f(IT, F, ¢, b/dy, x)
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Pacnogesia ontepehema Ko HCTOBPEMEHO CIIPErHYTUX apoBa 3ydamna

Ako ce ykymHo omnTepeheme 3ymyacTor mapa [ MCTOBPEMEHO IpPEHOCH Mpeko "n" MCTOBpPEeMEHO
CIpErHYTUX MapoBa 3y0ala u ako i-TW HCTOBPEMEHO CHpPErHyTH nap 3yOaua npeHocu ontepeheme £,
Taja KOMMYHUK F/F TIOKa3yje CTeleH aHra)KOBAaHOCTH i-TOT UCTOBPEMEHO CIPErHyTOT mapa 3ylama y
NpeHolIelky yKymHOr onrtepehema. OBUM KOMUYHUKOM cHia, AedUHHCAH je (aKkTop pacnoaese

ontepehema Ko HCTOBPEMEHO CIIPErHYTUX MapoBa 3ydara:
def

K, =£S1,0
F

o1
rie je:

n
F= Z F, - ykynHo ontepeheme 3ymyacTor napa,

i=1
F; - neo yxynHor onrtepehema Koje IpeHOCH #-TH UCTOBPEMEHO CIIpeTHYTH nap 3ybara,
n - 6poj KCTOBPEMEHO CIPETHYTUX NapoBa 3ydaria,

VY 3aBHCHOCTH OJI:
e TayHOCTH M3paje 3y0aria, Tj. pa3Inke OCHOBHUX KOpaKa CIIPErHyTHX IMapoBa 3ydara
Apy= (Po1 - Pr2),
® KPYTOCTH UCTOBPEMEHO CIPErHYTHX MapoBazyodala ¢ u
e HHTEH3HUTETa NHHUjcKor ontepehema F/b.

Pacnoz[eﬂa onTepeheIJ;a Ha UCTOBPEMCHO CIIPETHYTC MMapOBE 3y6aua MOKE OUTH:

PapHOMepHa: CBM HCTOBPEMEHO CIPETHYTH IMApOBH 3y0ala MOAjeJHAKO YUYECTBY]y Y IMpPEHOLICHY
onrepehema 3yn4acTor napa.

H3pa3uto HepaBHOMepHa (K, =1): camo jenan map 3y0alia yuecTByje y npeHoiemny ontepeherma, a
JIPYTH UCTOBPEMEHO CIIPETHYTH MAPOBH HE YUECTBY]Y.

CtBapHa — peajiHa: CBH HCTOBPEMCHO CIIPETHYTH MapoBH 3yOara YYeCTBY]Y y TPEHOIICHY
ornrrepeliema, au ca pa3TMYUTAM CTEIICHOM aHTa)KOBAHOCTH.

Jla Ou CBM HCTOBPEMEHO CIIPETHYTH MapoBH 3y0ara MOJjeIHAKO — PABHOMEPHO Y4YeCTBOBAIU Yy
MIPEHOIIEKhY YKYIMHOT onTepehema 3ynmuaHnka, MOTPeOHO je a cpeama JUHHjcKa onTepehema ayx
TPEHYTHHX JIMHHja Toaupa Oymy MehycoOHO jemHaka:
q1=q9>2=q43=.=qn=(q
OBUM IpaHUYHHAM YCIOBOM Je(hMHUCAHA je paBHOMePHA pacmojena ontepehema Ko UCTOBPEeMEHO
cnperayTux maposa 3ybara. Kox oBe pacmozene onrepehema mperrnocTraBiba ce aa cy 3yIIH, TEIo
3yn4aHHKa, BpaTujia U OCJIOHIM aIiCOJIyTHO Ta4YHHU II0 O6JII/IKy u I[PIMGH3I/IjaMa H ariCoJIyTHO KPYTH.
MuHuMaHe BpeTHOCTH (pakTopa pacmoesie ontepehema oaropapajy paBHOMEpHOj pacnoaeiu
ontepehema:
Kamin =1/n
Komin = (&0, 8ﬁ)

=0 >0
1<g, <2 2<g,<3 1<g <2

172

12 \
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fa) X/Py ! 1 /Py . FITS

o

Tok npomene pakmopa pacnooene onmepeherva
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VY rpaHn4yHOM ciy4dajy: Majio ontepeherme, Belnrnka pa3inka OCHOBHHX KOpaKa CIPETHYTHX 3y0ara u
BEJIMKAa KPYTOCT, pacmojena onrepehema je H3pa3suTo HepaBHoMepHa. Omnrepeheme ca jemHor
3yMuaHuKa Ha JPYTH MPEHOCH ce camMo moMohy jemHor mapa 3y0Oauna (K, =1,0).

) .
Py, !

K,
/ :
Ky Ei\ | Az : /.
\—/ / B} D2 Kz A B 1 E x/ P
Ap "y
& i [= mﬂ]‘/\ ‘ €q o

Apb>0

VY peajJHHM YycJOBHMA pacnopgena ontepehema 3aBHCH O CTENEHa ycarjalmleHOCTH u3Mely
UHTE3UTeTa onrepehemna, pa3inke OCHOBHUX KOpaKa CIPErHyTrX 3y0ana u muxose kpytocTa. LTo je
0Ba ycarfjameHnoct 0osba pacnojena onrepehema je paBHOMEpHH]a.
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