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4. ®yHENUje BUIIEe TPOMEHJPUBUX - MU(PEPEHIVjaJTHI PAYYH

4.1. OcHOBHHM TOjMOBU

PyurIMja N TPOMEHUBUX je HEKA (YHKIMja O0JIMKA

f(xlaZQa' e ;Zn)a

rae ¢y &i,...,%T, peajHe IpoMeHmuBe. llomTo ¢y n-TOpke (Zi,...,T,) €JIEMEHTU N-IUMEH3UOHAJIHOT
npocropa R"™, peu je o ¢yHENUju nepuHucaHoj Ha npocropy R" maum Ha HEKOM H.eroBoM HoICKymy D.

Taj nonckyn D C R™ je gomen dpyurmnuje f. 3aro kaxkemo na je f npecnmkasame u3 D y R n o3nagaBamo
f:D—R.

[Iprmepn oBakBUX (yHKIHja Cy CByZa:
o IToBpumHua IpaBoOyraoHWKa ca CTpaHUIaAMa T 1 Y je pyHKOMja ase mpoMeHsmuse x u y: f(x,y) = zy;

o TeMmmneparypa Bazayxa y Tadyku ca KoopauHarama (z,y,z) je QyHKIUja TPU IPOMEHJLUBE I, Y, 2.

Axo je f(x,y) ¢yHrmmja nBejy nmpoMeHsbUMBUX nepuHucaHa 3a (x,y) € D, meH paduk je crym oaro-
Bapajyhux tauaka (z,y, f(x,y)) y Tpoanmensunonassom npoctopy. Osaj rpaduk je 0OMYHO HEKA TOBPII.

Ilpumep 4.1. Ha cumm neso je rpaduk ¢pymrmmaje 2z = /1 — 22 — y? 3a (z,y) ma xpyry 22 + 32 < 1. To je
ropma noJychepa ca HeHTPOM y KOOPIAUMHATHOM IIOUETKY U HMOJIYIPEUYHUKOM 1
Ha coumu mecuo je rpadur pynrmuje z = (z + y) sin(4 — 422) sin(9 — 9y?) 3a —1 < 2,y < 1.

z

Y ommreM ciaydajy, ako je f: D — R ¢ysrnmja n npomensuBux Ha ckymy D C R”, men pagur je
ckyn Tavara (o1,...,Tn, f(T1,...,20)), Tj. (a, f(a)) 32 a = (21,...,2,) € D. Y oBoM ciydajy rpapuk je
monckyn ckymna D x R, a o nexu y npocropy R,

IMomcernmo ce ma je pacrojame mameby rauaka A(aq,...,an) u B(bi,...,b,) y mpocropy R™ naro
(opmyIOM

d(A,B) = /(a1 — b1)2 + -+ + (an — by)?.

3a ¢yHEIUje BUIIEe TIPOMEH/BUBUX, JIMMEC U HENPEKUAHOCT Ce yBOE CJIWYHO KAO 3a (yHKIUje jenHe
IIPOMEHJBUBE.

Hera je f: D — R ¢ysrmmja va crkyny D C R™ u meka je a € D.

Popmanna gepuruyuja 4.1. Jumec lim f(x) je jemmar m aro 3a cako € > 0 mocroju ¢ > 0 TakBo na BaKu
xXx—a

|f(x) —m| < e ranron je 0 < d(x,a) <.

Apyrum pewuma: Kan ce tauka x npubamwkasa Tadyku a, BpeqHoct Gpyurnuje f(x) ce npubnamkasa Bpe-
HOCTU M.




Popmanna gefunuyuja 4.2. Pyurnmja f je menpexugrna y Tauku a ako je lim f(x) = f(a).
X—a

Pyurmuja f je HempernaHa Ha CKymy D ako je HEOPEKWOTHA y CBAKO] TAYKM TOI CKYIIA.

Lpyrum pevuma: Pynrnmja f je HeOpeKUOHA aKO MaJie IPOMEHE MPOMEHJLUBUX Y3POKY]y MaJje MpPOMEHe
BpeIHOCTUA (PYHKIUjeE.

4.2. TMapumujasau n3BO M

IMocmarpajmo ¢pyurmujy f(z1,22,...,o,) WO n upomenmusux. Jakme, f : D — R, rme je D Heka
obnact y npocropy R". Heka je a € D Herka Tauka y OJOMEHY (yHKIH]E.

Hapuyujaanu useog GpyHEnUje f 0O EEHO] i-TOj NPOMEHLUBO] (Tj. x;) TPEACTaBHA U3BOJL (YHKIU]jE
f mocmarpane kKao ¢QyHKOHUje IO jenHO] MPOMEHJBUBO] T;, cMmarpajyhum ma cy cBe ocTaje HPOMEHJbUBE
¢uUKCHpaHe.

Popmanna gegunuyuja 4.3. Ilpeu wapyujasny uszeog GpyHKIUje f IO I-TOj IPOMEHJBMBO] Z; y HATOj TaUKU

a=(a,...,an) je

£ o) = O (o) = g L0100t 00) = fa )

- Oz h—0 B ’

aKO OBAa] JIUMEC TOCTOjU.

Apyrum pevuma: apuujamam ussoxn f, mpeacraBmba CTOmy pacta (wim nana) Gpynerumje f y 3aBUCHOCTH
Ol ’beHE i-T€ MPOMEHJbUBE.

Axo naprmjaman uzson f, (a) mocroju, Kazemo na je Gymrnuja f gufepenyujabuara Mo TPOMEHILUBO]
x; y raukn a. PyHKmUja je melpexugho gupepenyujabuana mo x; ako je fi (a) HempexnmHa GyHKIUja IO A.

Pynrnuja f je neupexugro gudepenyujobuara ako je HEIPEKUMIHO IU(GEPEHIUjabUIHa IO CBAKOj IIPO-
MEHJBUBO], U TO Yy YHYTPAIIHOCTU IEJIOT JOMEHA.

I'pagujeniu dpyurnuje f je BEKTOP
grad f(a) = (3, (@), ..., f;,(a)).
IIpeu gugepernyujan pynrnuje f y tadyrm a je
df(a) = 1, (@) + £, (@)dws + - + £, (a)da, = grad f(a) -,

rae je dr = (dxq,...,dz,). Ha mecHoj crpaHu ropme jeHAKOCTU je, HAPABHO, CKAJAPHU IPOU3BOJ BEK-
topa grad f(a) u dx.

Apyium pevuma: Nudepennujan df (a) npencrasma (GecKOHAUHO MaJly) IpOMeHy (GyHEKOUje [ IpU IOMe-

pajy Tauke a 3a OECKOHAYHO MaJu BEKTOp dT.

[Maprujanam U3BOAM TPEACTABHAjY M3BOLE (DYHKIUjE AYK KOOPAMHATHUX OCA Y MO3UTUBHOM CMEDY.
ITo amanormju, Moxe ce yBecTn m u3sog gymwxyuje f y cmepy gatior eexwiopa v:

O () _ i 11D~ J(2)

v B0 1]

Kaxro je f(a+ hv) = f((a)) + grad f(a) - v + o(h) kama h — 0, umamo

=

3]
Illephewe 4.1. IzBom y cMepy BeKTOpa U jedHAK je —f(a) = grad f(a) -

o6 |

Osaj uspa3s je majsehu rana sexropu grad f(a) u U/|0] umajy uctu cmep.

=

Apyrum pevuma: Pynarnuja HajOpske pacre y cMepy CBOT rpaaujeHTa (ako OH HUje 6)

Hpumep 4.2. Nate cy dymrnuja f(z,y) = 2%y, Tauka A(1,1) u sexrop ¥ = (1,1).

(a) HMapumjanau u3Box f, HaIA3MMO PUKCUPAHEM ApyTre HPOMEHLUBE Yy (KAO ma je KOHCTAHTA):

fi = #£@Py) = £ (=%) -y = 20y, Comuno, f) = L (aPy) = a* - fL(y) = 2.



(6) Hoen rpamujent je grad f(z,y) = (2zy,2?). Y Taurkum A owm je jemmax grad f(A) = (2,1).
() Ilpsu mudepernujan je df = 2xy dx + 22 dy.
(r) W3Box y upasuy Bekropa U y Tauku A je

of
0

1 3
S=7

[Tapriujanuu n3Boau 3aM0BOJHABAjY MCTE pejalrje Kao U OOUYHU U3BOIU:

=

(A) = grad f(4) - = = (2,1) -

=

AN
(f+9)e, = foi + 92 (f9)e, = fr.9+ [0, (— = el = J9a
9/ 2, g
Wcnurajmo mra ce nmemana 3a ciaokeHe (yuruuje. Hera cy gi,...,¢g, HeIpekunHo nudpepeHununjadbmiiue
¢yuEUMje mo k NPOMEHILUBUX Z1,...,Tk. Ha Taj Hauua f(g1,...,Yg,) IPEeACTABHA CIOXKEHY QYHKIM]Y IO

r1,...,2TE. lIpeTmocraBuMo ma ce mpoMeHbUBa T; yBeha 3a h.

— Tana ce g; ysehasa 3a Ag,; = ag, -h+o(h) kama h — 0;
j i =
— Ilpu tome, f ce ysehasa 3a ZJ 1 69 -Agj +o(h) = Z? N ggfj g_ii ~h+o(h).

Iobujamo cuenehe Ttepbheme.

Mephewe 4.2. Aro cy dyurmuje f(g1,...,0n) 1 gi(21,...,2x) 3a 1 <i < n mupepennujabuite, oHmA je
Z of agg
6301 6gJ é?acz
Pyurnuja [ Moxke ma Oyme 3a1arTa U UMIJIANATHO, j€IHAUYNHOM o6m/11«ca g(ycl7 ces Xy f) = 0. Y TOM
ciaydJajy, mpeTxonHo TBpheme 0 ciokeHO] ¢yHKIUjn HaM maje 0 = 88;’ = 611 + af 95, WITO HAM naje:
Iephewe 4.3. Aro je ¢yHEIUMja [ UMIUIMOUTHO 3amaTa jeAHAUMHOM ((Z1,...,ITn, f) = 0, oOHEA Cy HeHu
mapIyjaJHu U3BOIU
AN WET

IIpumep 4.3. Peanna ¢pyuruuja z(x,y) je 3amara jeguaaxomhy

f(x,y,z):z3+acz—y20.

Onpennrty maprujaiHe U3BOLE 2y U 2z, y Tadrn (z,y) = (1,2).
Pewewe. Crararo je f 5 f 1
z y
2 =—— = ——F WU Zy=——= .
‘ I= 322+ Y [ 322+=x

Mebyrtum, Bpennoct dpynrmuje z y tauku (1,2) mam muje nara. by ompebyjemo pemasamewm jen-
HAYUHE O 2!
P4z2-2=0,

tj. (2 —1)(2% + 2 + 2) = 0, onarse namazumo z = 2(1,2) = 1.

Hajsan, 3a (z,y,2) = (1,2,1) nobujamo z, = —i U zy = %.
4.3. TTaprujasau M3BOoauM BUIIEr pena

VHDyKTUBHO ce yBOIe mMapIlyjaJTHu U3BOAU Bumrer pena. Ha mpumep, Apyru mapuujaaHy u3BOI (yHK-

muje f IO HPOMEH/LMBUM Tj U T; je
o 2f 9 (df
wiw; — 8Ii6$j o 6$j ox; ’
UTH.

Wcnocrasmpa ce ma MEmIOBUTH IapIWjaiHU M3BOAY BUIIEr Pela He 3aBUCE O penociena nudepeHnu-
pama, ToJ YCIOBOM na je pyHkmumja f HempekuaHo aupepeHImjabuina JoBObaH OpOj myTa:




IHllephewe 4.4. Ako je pyurmmja f nBamyT HEOPEKUAHO MU(EPEHIUjabUIHA, BAKA
11 11
fxixj = TiT;°

Cnuuno, ako je ¢pysEmuja f HenpekuaHO audepeHnujadbuisa k myTa, MEIMIOBATH TaPINjaJHA N3BO AN
k-Tor pena He 3aBUCE OX perociena Ou(epeHIpaba.

Tarobe ce nEAYKTUBHO yBOIE MU(EPEHIN]AIN BUIIET Peaa:
d'f =d(d"~"f),
rae dr; TpeTupaMo Kao KOHCTaHTe. Tako je

2 3
df = Zf;’ixjdxidacj, dBf = Z fg/c/i/xjxkdxidx]—dzk, uTH.
i,J i,J,k
Bumumo na je mudepennujan d* f momunrom cremena k mo dxi, ..., dz,.
Y ciayuaj HKIIA]€ IBE TPOMEHJbUBE, je THOCTABHOM WHIYKIIXjOM CE IMOKa3yje ma 3a OBe MudepeHIU-
yaa)y @y ) J YERIM] Y
jane Baxku (OpMyJia HAJUK HA OMHOMHY:

Hlephewe 4.5. Axo je f = f(z,y), onna je
n
n o f Co
df = —————dzx" " dy’.
f ; (z) Oz~ 0y’ 4
rue ax#fayi O3HAYABA N-TU MAPIUjaTHU U3BOJ GyHENUje [ mobujeH aupepeHnmpameM n — § myTa
Mo * U ¢ mMyTa 1o Y.
IIpumep 4.4. Hahwn npsu n qpyru mudepenunjan Gpyuruuje f(x,y) = xze® Y.

Pewemwe. Taprujasau u3Boam IpBOT U APYTOT pena Ccy

fo(@,y) = (x + 1),
fy(a,y) = —xe™™Y,
Jaoz(z,y) = (x+2)e" 7Y,
foy(@,y) = fya(z,y) = —(x +1)e" Y,
fyy(z,y) = xe® Y.

IIpema Towme,
df (x,y) = (x + 1)e" Ydx — ze” Ydy

d?f(z,y) = (x +2)e” Vdr? — 2(x + 1) Ydaxdy + xe® Ydy?.
4.4. TanreHTHA paBaH M HOPMAaJia HA HMOBPII

Jeman on HaumMHA Ha KOJU Ce MOBPII 0 y ZYZ-IPOCTOPY MOMKE 3a4aTH je eKCININIUTAH - Kao rpauk
Here ¢yurnuje z = z(z,y). IlocmarpajMo HeKy Tauky P(aco,yo,z(:co,yo)) Ha nospum 0. OuHa oxrosapa
rauku A(zg,y0) y xy-paBau. Ako ce tauka A nomepu y npasny z-oce 3a dz, Bpennoct z(A) nupomenulie ce
3a 2, (A)dz, Tako na hie ce Tauka P Ha IOBpIIM IOMEPUTH TAHTEHTHO Ha paBaH, 3a Bekrop (1,0,2(A))dz.
Cimuno, ako ce Tauka A momepu y npasiy y-oce 3a dy, Tauka P he ce momepuru 3a sextop (0, 1, z?;(A))dy
y TaHTeHTHOj paBHM. [Ipema ToMe, TAaHTeHTHa paBaH je paBaH Kpo3 Tauky P onpebena Bekropuma

o = (1,0,2,(4)) u o, =(0,1,2,(4)).

7
A
A




Cana nako HAJIA3MMO M HOPMAJLy y Tadku P Ha MOBpII, Tj. HA OBY TAHICHTHY DaBaH:
=0, X0y = (—2,(A), —2,(A),1).
Cana TaHreHTHa paBaH y Tauku P uMma jeqHAYMHY
—2,(A) - (& = w0) — 2, (A) - (y —yo) + (2 — 20) = 0.
CanvHO mOCTYImAMO M AKO HAM je IOBPII 0 3aJaTa MMILIMINTHO win napamerapckn. Cse y cBemy:

Illephewe 4.6. Hera je P Tauka Ha IiIaTKOj MOBPIIU 0, & 7i HOpMaJia HAa MOBPII y Tadyku P.

o AKO je 0 mara eKCIUIMOUTHO, Tj. YCIOBOM z = z(z,y), Moke ce yzetu 7l = (—zz(A), —z4(4),1);
o Ako je 0 maTa MMIIIMOUTHO, Tj. ycaosouM f(z,y,z) = 0, moxe ce yzeru i = (f;.(P), f,(P), fL(P));

o Ako je o mara mapamerapcku, Tj. ycmosuma r = x(u,v), y = y(u,v) u z = z(u,v), Moxke ce

= _ = = = __ / / / = / / /
Y3ETU 7l = Gy X Gy, THE Cy Gy = (T, s, 21,) U Gy = (X}, Y0, 20).

Hajzan, jemmaumna onrosapajyhe TaHreHTHE paBHU je
ng - (T —x0) +ny - (¥ — Yo) +nz - (2 — 20) = 0,
rze je it = (ng, ny,n,) BEKTOp HOpMAJE.
IIpumep 4.5. Hahu Tanrentny pasam ua chepy 2 +y? + 22 =1 y Tauku A(% % —%)

Peweme. Osne je f(x,y,2) = 2% + 9%+ 22— 1.

Hopmamaa y Tauku A je

r+2y—22—-3=0.

4.5. 3anmamu

1. Hara je ¢yurnuja f(z,y) = v2u — v, vae je u = 2%y*> u v = 2x+y. Oxpemuru f. u f, (a) mupexTHO;
(6) kopumhiemeM TpaBuIa O HAPIM)ATHUM U3BOAUMA CJIOKEHE pyHENUje (M yBEPUTH CE Ha j€ UCTU
pesyaTar).

2. Oppemutu mpBe U ApyTe mapuujaine usBoae ¢pyurnuje z(z,y) = x¥ - y2.

3. Hexka je f madepenmujabunua Gpynsnuja u z(z,y) = vf(Inx—Iny). Hoxasatu na saxum xz, +yz, = 2.

3,‘22

4. Hahu npsu qudepenuujan pyuruuje f(x,y,z) = T

5. Hahwu npyru mudepennujan dpynrnuje f(z,y) = e*T¥sinxcosy.

6. Herka je z = u +v, y = u+ 03 u 2 = u+v. Iosmaro je na je 2(3,9) = 3. Onpemntu u3Bon 2, y
raurn (z,y) = (3,9).

7. O@penuTu TAHIEHTHY PABaH U BEKTOD HOPMAJe Ha HOBPII JaTy jeaHadnHoM z = xy 3a (z,y) = (3,1).

8. OIpemuTy TAHTEHTHY paBaH U BEKTOP HOPMAaJe Ha IOBPII HaTy jemHauuHOM ° + y° 4 22 4+ doyz = 0
y tauku (2,1, —1).

9. OnpemuTV TaHTEHTHY PaBaH Ha MOBPI 7T ATy mapamerapcku: (z,y,z) = (u +v%,u? +v3,ud +v) y
TAYKU y KOjoj je u = v = 1.

10. Ha moBpmm martoj jemmaumsoMm xy + 22 = 1 mahu Tauky y KOjoj je TAaHIeHTHa paBaH HOPMAJHA HA
OpaBy & =9y = 2.

11. OmpeauTu Tauky y KOjoj TAHT€HTHa paBaH Ha ToBpI 2 = 22 +4y? caapswu tauke A(1,0,0) u B(0,2,0).



4.6. Pemema

10.

11.

. UsBox 2! mobujamo aro ¢urcmpamo y (kao ma je KOHCTaHTa), Tako ma je z, = x¥~1ly3.

: _ 2,2 _ o o 4:vy —2 / 4z? . 4xty—-1
. (a) Homro je f(x,y) = /22%y? — 22 —y, cnemn f. = QW QW

[ Y A !y 2 . day®—2
(6) f;c*fu u:c+fv va;*g/gu_,u 2l’y +2\/2u o) 2*2 202y% 20— y’

— . 4xty—1

/ / / / / 2
= -Uu = . 21» e S,
fy fu Y + f” Y 2V/2u—v y+ 2\/2u77j 24/2x2y2 —2z— y

3. 3a z; o

2
npaBwily IPOU3BOAa HOOUjaMO zy Bgy Y24y %yy) =a¥y(ylnz + 2).

Omasne mame mo6mjaMo 2z, = ¥ 2y%(y — 1), zuy = 2ye = 2V Y2 (yInz + 3) u 2., = 2¥(y*In’z +
dylnx + 2).

Nmamo 2, = f(Inz—Iny)+af(lnz—Iny)L =2f(lnz—Iny) n Zy = :Ef(ln:cflny)(fi) = —+f(nz—Iny),
na je vz, +yz, =2zf —of =zf = 2.

. . Ca?s 20 .
. Kaxo je f, = 222120122 ((xxf;}r’jﬁ ), I = 7z+;‘+z u fl = 7(;:;:3))2, cienu na je
+ 2y + 22)dx — 2?2 dy + 22 (x + y)dy
df = flda+ fldy + fldz = 2
. Jlako mama3umo

[ =" Y(sinz + cosx) cosy, f, ="V sina(cosy —siny)

u ogaTiie

[y =2e"tcosxcosy, fr =e"TY(sina+ cosz)(cosy —siny), f = —2e"TYsinzsiny.

[pema tome, d2f = f dx®+2f! ydxdy+ f, dy = 2eY[cos x cos ydx? + (sin 2+cos x)(cos y—sin y)dzdy —
sin x sin ydy?].

Ompemuvo mpBo u u v ako je (x,9,2) = (3,9,3). Uz u® +v =u+v =3 cremn v® —u = 0, Tj.
u € {—1,0,1}. IIposepom mnobujamo u =1 um v = 2.

Ako mocMaTpaMo T, Y U zZ Kao (YHKIUje IO % U ¥, BULOUMO Aa Cy BUXOBU IudepeHnmujanu dr =
3u?du +dv, dy = du+ 3v3dv u dz = du+dv. U3 HpBe Ase je,Z[HaLII/IHe pemaBameM cucTeMa 1obumjaMo

_ 3vidaz—dy 3u?dy—dax 3v2—1
du = 9uzz_1 4 dv = 9u2v2—-1 HaJe dz = dutdv = 9u2712 1d$+ 9u2 = 9uZ?-1°

3a (u, )—(1,2)Jezx:g.

—— 1cly ITpema Towme, z!,

3a mate r m y, BeKTOp HOpMamne je 7 = (—z,, —z,,1) = (-y, —z,1) = (=1,-3,1). Kako je 2(3,1) = 3,
omrosapajyha rauka na nospmmn je (3,1,3), a TaHeHTHa pasan y B0j je —1(xz—3)—3(y—1)+1(2—3) =
0, 1. —x—3y+2=-3.

Osnaunmo f(x,y,z) = 23 +y° + 23 +4dwyz. Tana je @ = (fu, fy, f2) = (322 +4yz, 3y* + 4xz, 322 + 4ay).
3a (z,y,z) = (2,1,—1), Bekrop HOpM™maue je 7t = (8, —5,11). Taurenrna pasan je 8¢ — by + 11z =
8-2—5-1+11(—1)=0.

Bau=v=1je (x,y,2) =(2,2,2).
Y oBoj taukm umamo 7, = (1,2u,3u?) = (1,2,3) u 7, = (20,302, 1) = (2,3,1), ma je 1 = 7, X T, =
(—7,5,—1). Tanrenrna pasaH je —7(x —2)+5(y—2) — (¢ —2) =0, 1j. =Tz +5y—2z+6=0.

Axo osmaummo f(r,y,z) = vy + 22 — 1, HOpMAaJa y TPOU3BOJLHOj TAYKU (T,%,2) HA TOBPIIA je 7 =
(fr, [ 1) = (y,2,22). Tlo ycnosy 3amaTka, oBaj BekTOD je kKomumeapan ¢ Bexropowm (1,1,1), ma je
y =2 = 2z. 3aMeHOM y jemHaunny xy + 22 = 1 gobujamo 522 =1, 1j. 2z = j:%, umMe mobujaMo IBa
penema (lL’,y,Z) = (%’ %a \/Lg) nim (7\/&57 7%; 7%)

3a (z,y) = (a,b) je i = (—2;, —2,,1) = (—2a,—2b,1), a Tanrentna pasan je —2a(r —a) — 2b(y —b) +
(z —a% —b?) =0, Tj. —2ax — 2by + z+ (a® + b2) = 0. Yspmhusamem tavaka A u B y jenHauuny
pasau nobujamo a? + b = 2a u a? + b? = 4b, a omasme je a = 2b u 5b> = 4b, 1j. (a,b) = (0,0) nmm
(a,b) = (2, 2). Ilakxe, nocroje ne Tpamene taure: (0,0,0) n (£, %,15).
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