
ITM – Analiza

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

4. Funkcije vixe promenǉivih - diferencijalni raqun

4.1. Osnovni pojmovi

Funkcija n promenǉivih je neka funkcija oblika

f(x1, x2, . . . , xn),

gde su x1, . . . , xn realne promenǉive. Poxto su n-torke (x1, . . . , xn) elementi n-dimenzionalnog
prostora R

n, req je o funkciji definisanoj na prostoru R
n ili na nekom ǌegovom podskupu D.

Taj podskup D ⊂ R
n je gomen funkcije f . Zato kaжemo da je f preslikavaǌe iz D u R i oznaqavamo

f : D → R.

Primeri ovakvih funkcija su svuda:

◦ Povrxina pravougaonika sa stranicama x i y je funkcija dve promenǉive x i y: f(x, y) = xy;

◦ Temperatura vazduha u taqki sa koordinatama (x, y, z) je funkcija tri promenǉive x, y, z.

Ako je f(x, y) funkcija dveju promenǉivih definisana za (x, y) ∈ D, ǌen ı̄rafik je skup odgo-
varaju�ih taqaka (x, y, f(x, y)) u trodimenzionalnom prostoru. Ovaj grafik je obiqno neka povrx.

Primer 4.1. Na slici levo je grafik funkcije z =
√

1− x2 − y2 za (x, y) na krugu x2 + y2 6 1. To je
gorǌa polusfera sa centrom u koordinatnom poqetku i polupreqnikom 1

Na slici desno je grafik funkcije z = (x+ y) sin(4− 4x2) sin(9 − 9y2) za −1 6 x, y 6 1.
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U opxtem sluqaju, ako je f : D → R funkcija n promenǉivih na skupu D ⊂ R
n, ǌen ı̄rafik je

skup taqaka
(

x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)
)

, tj. (a, f(a)) za a = (x1, . . . , xn) ∈ D. U ovom sluqaju grafik je
podskup skupa D × R, a on leжi u prostoru R

n+1.

Podsetimo se da je rastojaǌe izme�u taqaka A(a1, . . . , an) i B(b1, . . . , bn) u prostoru R
n dato

formulom

d(A,B) =
√

(a1 − b1)2 + · · ·+ (an − bn)2.

Za funkcije vixe promenǉivih, limes i neprekidnost se uvode sliqno kao za funkcije jedne
promenǉive.

Neka je f : D → R funkcija na skupu D ⊆ R
n i neka je a ∈ D.

Formalna gefinicija 4.1. Limes lim
x→a

f(x) je jednak m ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da vaжi

|f(x)−m| < ε kad god je 0 < d(x, a) < δ.

Dru ı̄im reqima: Kad se taqka x pribliжava taqki a, vrednost funkcije f(x) se pribliжava vred-
nosti m.
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Formalna gefinicija 4.2. Funkcija f je neprekigna u taqki a ako je lim
x→a

f(x) = f(a).

Funkcija f je neprekidna na skupu D ako je neprekidna u svakoj taqki tog skupa.

Dru ı̄im reqima: Funkcija f je neprekidna ako male promene promenǉivih uzrokuju male promene
vrednosti funkcije.

4.2. Parcijalni izvodi

Posmatrajmo funkciju f(x1, x2, . . . , xn) po n promenǉivih. Dakle, f : D → R, gde je D neka
oblast u prostoru R

n. Neka je a ∈ D neka taqka u domenu funkcije.

Parcijalni izvog funkcije f po ǌenoj i-toj promenǉivoj (tj. xi) predstavǉa izvod funkcije
f posmatrane kao funkcije po jednoj promenǉivoj xi, smatraju�i da su sve ostale promenǉive
fiksirane.

Formalna gefinicija 4.3. Prvi ī̄arcijalni izvog funkcije f po i-toj promenǉivoj xi u datoj taqki

a = (a1, . . . , an) je

f ′
xi
(a) =

∂f

∂xi

(a) = lim
h→0

f(a1, . . . , ai+h, . . . , an)− f(a1, . . . , ai, . . . , an)

h
,

ako ovaj limes postoji.

Dru ı̄im reqima: Parcijalni izvod f ′
xi

predstavǉa stopu rasta (ili pada) funkcije f u zavisnosti
od ǌene i-te promenǉive.

Ako parcijalni izvod f ′
xi
(a) postoji, kaжemo da je funkcija f giferencijabilna po promenǉivoj

xi u taqki a. Funkcija je neī̄rekigno giferencijabilna po xi ako je f ′
xi
(a) neprekidna funkcija po a.

Funkcija f je neī̄rekigno giferencijabilna ako je neprekidno diferencijabilna po svakoj pro-
menǉivoj, i to u unutraxǌosti celog domena.

Gragijenx̄̄ funkcije f je vektor

grad f(a) =
(

f ′
x1
(a), . . . , f ′

xn
(a)

)

.

Prvi giferencijal funkcije f u taqki a je

df(a) = f ′
x1
(a)dx1 + f ′

x2
(a)dx2 + · · ·+ f ′

xn
(a)dxn = grad f(a) · ~dx,

gde je ~dx = (dx1, . . . , dxn). Na desnoj strani gorǌe jednakosti je, naravno, skalarni proizvod vek-

tora grad f(a) i ~dx.

Dru ı̄im reqima: Diferencijal df(a) predstavǉa (beskonaqno malu) promenu funkcije f pri pome-

raju taqke a za beskonaqno mali vektor ~dx.

Parcijalni izvodi predstavǉaju izvode funkcije duж koordinatnih osa u pozitivnom smeru.
Po analogiji, moжe se uvesti i izvog funkcije f u smeru gax̄̄o ı̄ vekx̄̄ora ~v:

∂f

∂~v
(a) = lim

h→0

f(a+ h~v)− f(a)

h|~v| .

Kako je f(a+ h~v) = f((a)) + grad f(a) · h~v + o(h) kada h → 0, imamo

IIIvr�eǌe 4.1. Izvod u smeru vektora ~v jednak je
∂f

∂~v
(a) = grad f(a) · ~v

|~v| .

Ovaj izraz je najve�i kada vektori grad f(a) i ~v/|~v| imaju isti smer.

Dru ı̄im reqima: Funkcija najbrжe raste u smeru svog gradijenta (ako on nije ~0).

Primer 4.2. Date su funkcija f(x, y) = x2y, taqka A(1, 1) i vektor ~v = (1, 1).

(a) Parcijalni izvod f ′
x nalazimo fiksiraǌem druge promenǉive y (kao da je konstanta):

f ′
x = d

dx
(x2y) = d

dx
(x2) · y = 2xy. Sliqno, f ′

y = d
dy
(x2y) = x2 · d

dy
(y) = x2.
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(b) ǋen gradijent je grad f(x, y) = (2xy, x2). U taqki A on je jednak grad f(A) = (2, 1).

(v) Prvi diferencijal je df = 2xy dx+ x2 dy.

(g) Izvod u pravcu vektora ~v u taqki A je

∂f

∂~v
(A) = grad f(A) · ~v

|~v| = (2, 1) · 1√
2
(1, 1) =

3√
2
.

Parcijalni izvodi zadovoǉavaju iste relacije kao i obiqni izvodi:

(f + g)′xi
= f ′

xi
+ g′xi

, (fg)′xi
= f ′

xi
g + fg′xi

,

(

f

g

)′

xi

=
f ′
xi
g − fg′xi

g2
.

Ispitajmo xta se dexava za sloжene funkcije. Neka su g1, . . . , gn neprekidno diferencijabilne
funkcije po k promenǉivih x1, . . . , xk. Na taj naqin f(g1, . . . , gn) predstavǉa sloжenu funkciju po
x1, . . . , xk. Pretpostavimo da se promenǉiva xi uve�a za h.

− Tada se gj uve�ava za ∆gj =
∂gj
∂xi

· h+ o(h) kada h → 0;

− Pri tome, f se uve�ava za
∑n

j=1
∂f
∂gj

·∆gj + o(h) =
∑n

j=1
∂f
∂gj

· ∂gj
∂xi

· h+ o(h).

Dobijamo slede�e tvr�eǌe.

IIIvr�eǌe 4.2. Ako su funkcije f(g1, . . . , gn) i gi(x1, . . . , xk) za 1 6 i 6 n diferencijabilne, onda je

∂f

∂xi

=

n
∑

j=1

∂f

∂gj
· ∂gj
∂xi

.

Funkcija f moжe da bude zadata i implicitno, jednaqinom oblika g(x1, . . . , xn, f) = 0. U tom
sluqaju, prethodno tvr�eǌe o sloжenoj funkciji nam daje 0 = ∂g

∂xi
= ∂g

∂x1

+ ∂g
∂f

∂f
∂xi

, xto nam daje:

IIIvr�eǌe 4.3. Ako je funkcija f implicitno zadata jednaqinom g(x1, . . . , xn, f) = 0, onda su ǌeni
parcijalni izvodi

f ′
xi

= −g′xi

g′f
= −∂g/∂xi

∂g/∂f
.

Primer 4.3. Realna funkcija z(x, y) je zadata jednakox�u

f(x, y, z) = z3 + xz − y = 0.

Odrediti parcijalne izvode zx i zy u taqki (x, y) = (1, 2).

Rexeǌe. Svakako je
zx = −fx

fz
= − z

3z2 + x
i zy = −fy

fz
=

1

3z2 + x
.

Me�utim, vrednost funkcije z u taqki (1, 2) nam nije data. ǋu odre�ujemo rexavaǌem jed-
naqine po z:

z3 + z − 2 = 0,

tj. (z − 1)(z2 + z + 2) = 0, odakle nalazimo z = z(1, 2) = 1.

Najzad, za (x, y, z) = (1, 2, 1) dobijamo zx = − 1
4 i zy = 1

4 .

4.3. Parcijalni izvodi vixeg reda

Induktivno se uvode parcijalni izvodi vixeg reda. Na primer, drugi parcijalni izvod funk-
cije f po promenǉivim xi i xj je

f ′′
xixj

=
∂2f

∂xi∂xj

=
∂

∂xj

(

∂f

∂xi

)

,

itd.

Ispostavǉa se da mexoviti parcijalni izvodi vixeg reda ne zavise od redosleda diferenci-
raǌa, pod uslovom da je funkcija f neprekidno diferencijabilna dovoǉan broj puta:
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IIIvr�eǌe 4.4. Ako je funkcija f dvaput neprekidno diferencijabilna, vaжi

f ′′
xixj

= f ′′
xjxi

.

Sliqno, ako je funkcija f neprekidno diferencijabilna k puta, mexoviti parcijalni izvodi
k-tog reda ne zavise od redosleda diferenciraǌa.

Tako�e se induktivno uvode diferencijali vixeg reda:

dkf = d(dk−1f),

gde dxi tretiramo kao konstante. Tako je

d2f =
∑

i,j

f ′′
xixj

dxidxj , d3f =
∑

i,j,k

f ′′′
xixjxk

dxidxjdxk, itd.

Vidimo da je diferencijal dkf polinom stepena k po dx1, . . . , dxn.

U sluqaju funkcije dve promenǉive, jednostavnom indukcijom se pokazuje da za ove diferenci-
jale vaжi formula nalik na binomnu:

IIIvr�eǌe 4.5. Ako je f = f(x, y), onda je

dnf =

n
∑

i=0

(

n

i

)

∂nf

∂xn−i∂yi
dxn−idyi.

gde ∂nf
∂xn−i∂yi oznaqava n-ti parcijalni izvod funkcije f dobijen diferenciraǌem n − i puta

po x i i puta po y.

Primer 4.4. Na�i prvi i drugi diferencijal funkcije f(x, y) = xex−y.

Rexeǌe. Parcijalni izvodi prvog i drugog reda su

fx(x, y) = (x+ 1)ex−y,

fy(x, y) = −xex−y,

fxx(x, y) = (x+ 2)ex−y,

fxy(x, y) = fyx(x, y) = −(x+ 1)ex−y,

fyy(x, y) = xex−y.

Prema tome,
df(x, y) = (x+ 1)ex−ydx− xex−ydy

i
d2f(x, y) = (x+ 2)ex−ydx2 − 2(x+ 1)ex−ydxdy + xex−ydy2.

4.4. Tangentna ravan i normala na povrx

Jedan od naqina na koji se povrx σ u xyz-prostoru moжe zadati je eksplicitan - kao grafik
neke funkcije z = z(x, y). Posmatrajmo neku taqku P

(

x0, y0, z(x0, y0)
)

na povrxi σ. Ona odgovara
taqki A(x0, y0) u xy-ravni. Ako se taqka A pomeri u pravcu x-ose za dx, vrednost z(A) promeni�e se
za z′x(A)dx, tako da �e se taqka P na povrxi pomeriti tangentno na ravan, za vektor

(

1, 0, z′x(A)
)

dx.

Sliqno, ako se taqka A pomeri u pravcu y-ose za dy, taqka P �e se pomeriti za vektor
(

0, 1, z′y(A)
)

dy
u tangentnoj ravni. Prema tome, tangentna ravan je ravan kroz taqku P odre�ena vektorima

σx =
(

1, 0, z′x(A)
)

i σy =
(

0, 1, z′y(A)
)

.

0
1

2
3

1

2

1

x

y

z

D A

P

dx

dy

~σx

~σy

σ
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Sada lako nalazimo i normalu u taqki P na povrx, tj. na ovu tangentnu ravan:

~n = σx × σy =
(

−z′x(A),−z′y(A), 1
)

.

Sada tangentna ravan u taqki P ima jednaqinu

−z′x(A) · (x− x0)− z′y(A) · (y − y0) + (z − z0) = 0.

Sliqno postupamo i ako nam je povrx σ zadata implicitno ili parametarski. Sve u svemu:

IIIvr�eǌe 4.6. Neka je P taqka na glatkoj povrxi σ, a ~n normala na povrx u taqki P .

◦ Ako je σ data eksplicitno, tj. uslovom z = z(x, y), moжe se uzeti ~n = (−zx(A),−zy(A), 1);

◦ Ako je σ data implicitno, tj. uslovom f(x, y, z) = 0, moжe se uzeti ~n = (f ′
x(P ), f ′

y(P ), f ′
z(P ));

◦ Ako je σ data parametarski, tj. uslovima x = x(u, v), y = y(u, v) i z = z(u, v), moжe se
uzeti ~n = ~σu × ~σv, gde su ~σu = (x′

u, y
′
u, z

′
u) i ~σv = (x′

v, y
′
v, z

′
v).

Najzad, jednaqina odgovaraju�e tangentne ravni je

nx · (x− x0) + ny · (y − y0) + nz · (z − z0) = 0,

gde je ~n = (nx, ny, nz) vektor normale.

Primer 4.5. Na�i tangentnu ravan na sferu x2 + y2 + z2 = 1 u taqki A(13 ,
2
3 ,− 2

3 ).

Rexeǌe. Ovde je f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1.

Normala u taqki A je

~n = (fx(A), fy(A), fz(A)) = (2x, 2y, 2z) = (23 ,
4
3 ,− 4

3 ).

Tangentna ravan je 2
3 · (x − 1

3 ) +
4
3 · (y − 2

3 )− 4
3 · (z + 2

3 ) = 0, tj.

x+ 2y − 2z − 3 = 0.

4.5. Zadaci

1. Data je funkcija f(x, y) =
√
2u− v, gde je u = x2y2 i v = 2x+y. Odrediti f ′

x i f ′
y (a) direktno;

(b) korix�eǌem pravila o parcijalnim izvodima sloжene funkcije (i uveriti se da je isti
rezultat).

2. Odrediti prve i druge parcijalne izvode funkcije z(x, y) = xy · y2.

3. Neka je f diferencijabilna funkcija i z(x, y) = xf(lnx− ln y). Dokazati da vaжi xz′x+yz′y = z.

4. Na�i prvi diferencijal funkcije f(x, y, z) = x2z
x+y+z

.

5. Na�i drugi diferencijal funkcije f(x, y) = ex+y sinx cos y.

6. Neka je x = u3 + v, y = u + v3 i z = u + v. Poznato je da je z(3, 9) = 3. Odrediti izvod z′x u
taqki (x, y) = (3, 9).

7. Odrediti tangentnu ravan i vektor normale na povrx datu jednaqinom z = xy za (x, y) = (3, 1).

8. Odrediti tangentnu ravan i vektor normale na povrx datu jednaqinom x3 + y3 + z3 +4xyz = 0
u taqki (2, 1,−1).

9. Odrediti tangentnu ravan na povrx π datu parametarski: (x, y, z) = (u + v2, u2 + v3, u3 + v) u
taqki u kojoj je u = v = 1.

10. Na povrxi datoj jednaqinom xy + z2 = 1 na�i taqku u kojoj je tangentna ravan normalna na
pravu x = y = z.

11. Odrediti taqku u kojoj tangentna ravan na povrx z = x2+y2 sadrжi taqke A(1, 0, 0) i B(0, 2, 0).
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4.6. Rexeǌa

1. (a) Poxto je f(x, y) =
√

2x2y2 − 2x− y, sledi f ′
x = 4xy2−2

2
√

2x2y2−2x−y
i f ′

y = 4x2y−1

2
√

2x2y2−2x−y
.

(b) f ′
x = f ′

u · u′
x + f ′

v · v′x = 2
2
√
2u−v

· 2xy2 + −1
2
√
2u−v

· 2 = 4xy2−2

2
√

2x2y2−2x−y
;

f ′
y = f ′

u · u′
y + f ′

v · v′y = 2
2
√
2u−v

· 2x2y + −1
2
√
2u−v

· 1 = 4x2y−1

2
√

2x2y2−2x−y
.

2. Izvod z′x dobijamo ako fiksiramo y (kao da je konstanta), tako da je z′x = xy−1y3. Za z′y po

pravilu proizvoda dobijamo z′y = ∂xy

∂y
· y2 + xy · ∂(y2)

∂y
= xyy(y lnx+ 2).

Odavde daǉe dobijamo zxx = xy−2y3(y − 1), zxy = zyx = xy−1y2(y lnx + 3) i zyy = xy(y2 ln2 x +
4y lnx+ 2).

3. Imamo z′x = f(lnx−ln y)+xf(ln x−ln y) 1
x
= 2f(lnx−ln y) i z′y = xf(lnx−ln y)(− 1

y
) = −x

y
f(lnx−ln y),

pa je xz′x + yz′y = 2xf − xf = xf = z.

4. Kako je f ′
x = xz(x+2y+2z)

(x+y+z)2 , f ′
y = −x2z

(x+y+z)2 i f ′
z = x2(x+y)

(x+y+z)2 , sledi da je

df = f ′
xdx+ f ′

ydy + f ′
zdz =

xz(x+ 2y + 2z)dx− x2z dy + x2(x + y)dy

(x+ y + z)2
.

5. Lako nalazimo
f ′
x = ex+y(sinx+ cosx) cos y, f ′

y = ex+y sinx(cos y − sin y)
i odatle

f ′′
xx = 2ex+y cosx cos y, f ′′

xy = ex+y(sinx+ cosx)(cos y − sin y), f ′′
yy = −2ex+y sinx sin y.

Prema tome, d2f = f ′′
xxdx

2+2f ′′
xydxdy+f ′′

yydy
2 = 2ex+y[cosx cos ydx2+(sinx+cos x)(cos y−sin y)dxdy−

sinx sin ydy2].

6. Odredimo prvo u i v ako je (x, y, z) = (3, 9, 3). Iz u3 + v = u + v = 3 sledi u3 − u = 0, tj.
u ∈ {−1, 0, 1}. Proverom dobijamo u = 1 i v = 2.

Ako posmatramo x, y i z kao funkcije po u i v, vidimo da su ǌihovi diferencijali dx =
3u2du+ dv, dy = du+3v2dv i dz = du+ dv. Iz prve dve jednaqine rexavaǌem sistema dobijamo

du = 3v2dx−dy
9u2v2−1 i dv = 3u2dy−dx

9u2v2−1 , pa je dz = du+dv = 3v2−1
9u2v2−1dx+

3u2−1
9u2v2−1dy. Prema tome, z′x = 3v2−1

9u2v2−1 .

Za (u, v) = (1, 2) je z′x = 11
35 .

7. Za date x i y, vektor normale je ~n = (−z′x,−z′y, 1) = (−y,−x, 1) = (−1,−3, 1). Kako je z(3, 1) = 3,
odgovaraju�a taqka na povrxi je (3, 1, 3), a tanentna ravan u ǌoj je −1(x−3)−3(y−1)+1(z−3) =
0, tj. −x− 3y + z = −3.

8. Oznaqimo f(x, y, z) = x3 + y3 + z3+4xyz. Tada je ~n = (fx, fy, fz) = (3x2 +4yz, 3y2+4xz, 3z2+4xy).
Za (x, y, z) = (2, 1,−1), vektor normale je ~n = (8,−5, 11). Tangentna ravan je 8x − 5y + 11z =
8 · 2− 5 · 1 + 11(−1) = 0.

9. Za u = v = 1 je (x, y, z) = (2, 2, 2).

U ovoj taqki imamo ~πu = (1, 2u, 3u2) = (1, 2, 3) i ~πv = (2v, 3v2, 1) = (2, 3, 1), pa je ~n = ~πu × ~πv =
(−7, 5,−1). Tangentna ravan je −7(x− 2) + 5(y − 2)− (z − 2) = 0, tj. −7x+ 5y − z + 6 = 0.

10. Ako oznaqimo f(x, y, z) = xy + z2 − 1, normala u proizvoǉnoj taqki (x, y, z) na povrxi je ~n =
(f ′

x, f
′
y, f

′
z) = (y, x, 2z). Po uslovu zadatka, ovaj vektor je kolinearan s vektorom (1, 1, 1), pa je

y = x = 2z. Zamenom u jednaqinu xy + z2 = 1 dobijamo 5z2 = 1, tj. z = ± 1√
5
, qime dobijamo dva

rexeǌa: (x, y, z) = ( 2√
5
, 2√

5
, 1√

5
) ili (− 2√

5
,− 2√

5
,− 1√

5
).

11. Za (x, y) = (a, b) je ~n = (−z′x,−z′y, 1) = (−2a,−2b, 1), a tangentna ravan je −2a(x− a)− 2b(y − b) +
(z − a2 − b2) = 0, tj. −2ax − 2by + z + (a2 + b2) = 0. Uvrx�ivaǌem taqaka A i B u jednaqinu
ravni dobijamo a2 + b2 = 2a i a2 + b2 = 4b, a odavde je a = 2b i 5b2 = 4b, tj. (a, b) = (0, 0) ili
(a, b) = (85 ,

4
5 ). Dakle, postoje dve traжene taqke: (0, 0, 0) i (85 ,

4
5 ,

16
5 ).
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