
Matematika 2

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

4-5. Ravne figure i obrtna tela

1. Polarne koordinate

Kriva u ravni, ili figura odre�ena ǌome, moжe biti zadata na razne naqine. U ovoj glavi se
bavimo sluqajevima kada je kriva zadata eksplicitno ili parametarski, u Dekartovim (pravouglim)
ili polarnim koordinatama.

Za poqetak �emo se podsetiti ī̄olarnih koorginax̄̄a. Posmatrajmo taqku A u koordinatnoj ravni.
Pozicija taqke A je odre�ena rastojaǌem OA = r od koordinatnog poqetka O i uglom ϕ koji vektor−→
OA gradi sa pozitivno usmerenom x-osom.

{

x = r cosϕ

y = r sinϕ











r =
√

x2 + y2

cosϕ = x/r
sinϕ = y/r

x

y

A(x, y)

O

r

ϕ

x

y

r > 0

0 6 ϕ < 2π

Dekartove koordinate taqke jednoznaqno odre�uju ǌene polarne koordinate i obrnuto.

Nexto opxtije, centar polarnih koordinata moжe da bude i neka taqka R0(x0, y0) razliqita od
koordinatnog poqetka. U tom sluqaju je

x = x0 + r cosϕ, y = y0 + r sinϕ.

2. Povrxina figure u ravni

(1◦) Eksī̄licix̄̄no zagax̄̄a kriva

Videli smo da odre�eni integral funkcije predstavǉa povrxinu ispod grafika. Preciznije,
za proizvoǉnu neprekidnu funkciju f , povrxina izme�u krive y = f(x) i x-ose na intervalu [a, b]
jednaka je

P =

∫ b

a

|y| dx.

Sliqno, ako je figura u ravni odre�ena krivim y = y1(x) i y = y2(x) za a 6 x 6 b, ǌena povrxina
je

P =

∫ b

a

|y1 − y2| dx.

(2◦) Kriva u ī̄aramex̄̄arskom obliku

Posmatrajmo nexto opxtiju situaciju kada je figura odre�ena krivom γ zadatom parametarski:

γ : x = x(t), y = y(t) (α 6 t 6 β). (1)

Pretpostavimo na kratko da je funkcija x(t) rastu�a, a y(t) nenegativna na intervalu [α, β]. Povr-
xina izme�u krive γ i x-ose je jednaka

P =

∫ x(β)

x(α)

y dx =

∫ β

α

y(t)x′(t)dt. (2)

Sliqne rezultate dobijamo u drugim sluqajevima. Dakle:
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(a) Ako je x(t) rastu�a i y(t) > 0, ili je x(t) opadaju�a i y(t) 6 0, onda je P =

∫ β

α

y(t)x′(t)dt;

(b) Ako je x(t) opadaju�a i y(t) > 0, ili je x(t) rastu�a i y(t) 6 0, onda je P = −
∫ β

α

y(t)x′(t)dt.

Odavde se lako moжemo uveriti koju povrxinu meri integral (2) ako je γ iz (1) proizvoǉna
glatka kriva bez samopreseka. Posebno nam je koristan sluqaj kada je kriva γ zatvorena, tj.
x(α) = x(β) i y(α) = y(β).

x

y

t = α
t = β

P

t = α
t = β

P
t = α t = β

P

Primetimo da se promenom orijentacije meǌa znak integrala u (1). Poxto povrxina mora biti
pozitivna, za rezultat se uzima apsolutna vrednost.

Primer 1. Na�i povrxinu oblasti izme�u krive y = x3 − x2 i prave y = 4(x− 1).

Rexeǌe. Pre nego xto primenimo formulu, treba da znamo dve stvari:

(1◦) Interval [a, b], tj. projekciju date oblasti na x-osu. Za ǌega nam je nuжno da odredimo
preseqne taqke date krive i prave.

(2◦) Znak izraza y1 − y2. U zavisnosti od ǌega, |y1 − y2| moжe biti jednako y1 − y2 ili y2 − y1.
Znak se moжe promeniti samo u nekoj od preseqnih taqaka.

Preseqne taqke zadovoǉavaju y = x3−x2 = 4(x−1), tj. 0 = x3−x2−4(x−1) = (x−1)(x−2)(x+2),
pa je x ∈ {−2, 1, 2}. Dakle, oblast izme�u krivih leжi izme�u x = −2 i x = 2, te je traжena
povrxina

P =

∫ 2

−2

|y1 − y2|dx, gde su y1 = x3 − x2 i y2 = 4(x− 1).

Kako je y1−y2 = (x−1)(x−2)(x+2) pozitivno za −2 < x < 1 i negativno za 1 < x < 2, sledi da je

P =

∫ 1

−2

(y1 − y2)dx +

∫ 2

1

(y2 − y1)dx =

∫ 1

−2

(x3−x2−4x+4)dx−
∫ 2

1

(x3−x2−4x+4)dx =
45

4
+

7

12
=

71

6
.

Primer 2. Na�i povrxinu ispod cikloige date jednaqinama x = t− sin t, y = 1− cos t za 0 6 t 6 2π.

Rexeǌe. Traжena povrxina je

P =

∫ 2π

0

y(t)x′(t) dt =

∫ 2π

0

(1− cos t) · (1− cos t) dt =

∫ 2π

0

(

1− 2 cos t+ cos2 t
)

dt

=

∫ 2π

0

(

3

2
− 2 cos t+

1

2
cos 2t

)

dt =

(

3

2
t− 2 sin t+

1

4
sin 2t

)∣

∣

∣

∣

2π

0

= 3π ≈ 9,42478.

(3◦) Fi ı̄ura u ī̄olarnim koorginax̄̄ama

Neka je sada figura opisana uslovom r 6 r(ϕ) za α 6 ϕ 6 β u polarnim koordinatama.

Oznaqimo sa I(θ) povrxinu figure odre�ene krivom γ u oblasti u kojoj je α 6 ϕ 6 θ. Ako je ∆θ

I(θ)

∆I

θ

∆θ

x

yveoma malo, ∆I = I(θ+∆θ) − I(θ) je blisko kruжnom iseqku s
polupreqnikom r(θ) i centralnim uglom ∆θ, te je ǌegova povrxina
1
2r(θ)r(θ+∆θ) + o(∆θ).

U limesu imamo I ′(θ) = lim
∆θ→0

∆I

∆θ
=

1

2
r2, pa je I(θ) =

∫ θ

α

1

2
r(ϕ)2dϕ.

Sledi da je povrxina date figure

P =
1

2

∫ β

α

r2dϕ.

Istaknimo dobijene rezultate:
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IIIvr�eǌe 1.

(1◦) Povrxina figure izme�u krivih y = y1(x) i y = y2(x) za a 6 x 6 b je P =
∫ b

a
|y1 − y2|dx;

(2◦) povrxina figure ome�ene krivom γ : {x = x(t), y = y(t)} za α 6 t 6 β i x-osom je P =
∫ β

α y(t)x′(t) dt;

(3◦) povrxina figure date u polarnim koordinatama uslovima r 6 r(θ) za α 6 θ 6 β jednaka

je P = 1
2

∫ β

α r2dθ.

3. Duжina luka krive

(1−2◦) Kriva zagax̄̄a eksī̄licix̄̄no ili ī̄aramex̄̄arski

Pretpostavimo da je kriva zadata parametarski u ravni, uslovima (1), i oznaqimo sa ℓ(τ)
duжinu luka krive za α 6 t 6 τ .

Pri kretaǌu parametra t od τ do τ +∆τ , koordinate x i y taqke na krivoj promene se redom za
∆x ≈ x′(τ)∆τ i ∆y ≈ y′(τ)∆τ . Pri tome je taqka na krivoj prexla pribliжno pravolinijski put
qija je duжina (po Pitagorinoj teoremi) ∆ℓ = ℓ(τ +∆τ) − ℓ(τ) =

√

x′(τ)2+y′(τ)2 ·∆τ + o(τ).

Puxtaǌem ∆τ → 0 dobi�emo ℓ′(τ) = lim
∆τ→0

∆ℓ

∆τ
=
√

x′(τ)2 + y′(τ)2. Sledi da je duжina luka krive

(1) jednaka

ℓ = ℓ(β) =

∫ β

α

√

x′(t)2 + y′(t)2 dt.

U sluqaju trodimenzionalne krive γ u prostoru zadate uslovima x = x(t), y = y(t) i z = z(t) za

α 6 t 6 β, dobija se formula za duжinu krive ℓ =

∫ β

α

√

x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

Odavde odmah dobijamo odgovaraju�u formulu i ako je kriva data eksplicitno, uslovom y =
y(x), a 6 x 6 b. Naime, tada ulogu parametra t preuzima x i vaжi x′(t) = 1 i y′(t) = y′(x), te
prethodna formula postaje

ℓ =

∫ b

a

√

1 + y′(x)2 dx.

Primer 3. Odrediti duжinu krive date jednaqinom y = ch x za 0 6 x 6 1.

Rexeǌe. Kako je y′ = sh x, traжena duжina je

ℓ =

∫ 1

0

√

1 + y′2 dx =

∫ 1

0

√

1 + sh2x dx =

∫ 1

0

ch x dx = sh x
∣

∣

1

0
= sh 1 =

e2 − 1

2e
≈ 1,1752.

(3◦) Kriva u ī̄olarnim koorginax̄̄ama

x

y

∆r

∆y
∆x

r∆θ

θ

∆θ

γ

Neka je kriva γ zadata u polarnim koordinatama
uslovom r = r(ϕ) za α 6 ϕ 6 β.

Oznaqimo sa ℓ(θ) duжinu dela krive γ u oblasti u
kojoj je α 6 ϕ 6 θ. Ako je ∆θ veoma malo i parametar t
se kre�e od θ do θ+∆θ, taqka na krivoj prelazi put koji
se moжe aproksimirati hipotenuzom pravouglog trougla
sa katetama r∆θ i ∆r ≈ r(θ +∆θ)− r(θ) ≈ r′∆θ. Sledi da
je ∆ℓ = ℓ(θ +∆θ)− ℓ(θ) =

√

r(θ)2 + r′(θ)2 ∆θ + o(∆θ).

Puxtaǌem ∆θ → 0 dobijamo ℓ′(θ) =
√

r(θ)2 + r′(θ)2, pa
je

ℓ = ℓ(β) =

∫ β

α

√

r(ϕ)2 + r′(ϕ)2 dϕ.

Primer 4. Na�i duжinu kargioige, date u polarnim koordinatama uslovom r = 1− cos θ (0 6 θ 6 2π).

Rexeǌe. Imamo r′ = sin θ, pa je traжena duжina

ℓ =

∫ 2π

0

√

r2 + r′2 dθ =

∫ 2π

0

√
2− 2 cos θ dθ =

∫ 2π

0

2 sin
θ

2
dθ =

(

−4 cos
θ

2

)

∣

∣

∣

2π

0
= 8.
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Istaknimo dobijene rezultate:

IIIvr�eǌe 2.

(1◦) Duжina krive date uslovom y = y(x) za a 6 x 6 b je ℓ =
∫ b

a

√

1 + y′(x)2 dx;

(2◦) duжina krive γ : {x = x(t), y = y(t), z = z(t)} za α 6 t 6 β je ℓ =
∫ β

α

√

x′2 + y′2 + z′2 dt;

(3◦) duжina krive r = r(θ) za α 6 θ 6 β u polarnim koordinatama je ℓ =
∫ β

α

√

r2 + r′2 dθ.

4. Zapremina obrtnog tela

Obrx̄̄no x̄̄elo je telo u prostoru koje se dobija rotacijom krive γ oko neke prave - ose rox̄̄acije.
Ovde za osu rotacije uzimamo x-osu. Rotiraǌe krive γ oko x-ose qini obrtno telo Φ.

(1◦) Eksī̄licix̄̄no zagax̄̄a kriva

Prvo razmatramo sluqaj kada je kriva γ zadata ekspliticno, jednaqinom y = y(x) za a 6 x 6 b.

x

y
z

u
u+∆u

∆I
y

∆uOznaqimo sa I(t) povrxinu dela tela Φ izme�u ravni
x = a i x = u. Ako je ∆u veoma malo, deo obrtnog tela
izme�u ravni x = u i x = u+∆u je blizak vaǉku polupreq-
nika osnove y i visine ∆u. Zato je zapremina ovog dela
tela ∆I = I(u +∆u)− I(u) = πy2∆u+ o(∆u).

Puxtaǌem ∆u → 0 dobijamo I ′(u) = lim
∆u→0

∆I

∆u
= πy2.

Prema tome, zapremina celog obrtnog tela je

V = I(b) = π

∫ b

a

y2dx.

(2◦) Kriva u ī̄aramex̄̄arskom obliku

Neka je sada kriva γ data uslovima (1). Ako je x(t) rastu�a funkcija za t ∈ [α, β], imamo
dx = x′(t)dt, pa je zapremina

V = π

∫ β

α

y(t)2x′(t)dt. (3)

Opxtiji sluqaj, kada x(t) nije monotona funkcija na intervalu [α, β], razmatra se isto kao i u
sluqaju povrxine odre�ene krivom u prethodnom odeǉku, tako da i tada formula (4) ostaje na
snazi do na znak (tj. za rezultat se uzima apsolutna vrednost integrala).

Primer 5. Neka su a i b (|a| < b) konstante. Rotiraǌem kruga x = a cos t, y = b+ a sin t za 0 6 t 6 2π
oko x-ose dobija se x̄̄orus. ǋegova zapremina je

V =

∣

∣

∣

∣

π

∫ 2π

0

y2 · x′dt

∣

∣

∣

∣

= π

∫ 2π

0

(b+a sin t)2 · a sin t dt = πa

∫ 2π

0

(✘✘
✘

b2 sin t+2ab sin2 t+✘✘
✘✘a2 sin3 t)dt = 2π2a2b.

(3◦) Kriva u ī̄olarnim koorginax̄̄ama

Razmotri�emo i sluqaj polarnih koordinata. U ovom sluqaju oblast r 6 r(θ) rotira oko x-ose.

x

y

hθ

∆θ

Oznaqimo sa I(θ) zapreminu dela tela Φ u oblasti u
kojoj je α 6 ϕ 6 θ. Ako je ∆θ veoma malo, ∆I = I(θ +
∆θ) − I(θ) je blisko razlici dve kupe zajedniqke visine
h = r cos θ, polupreqnika osnove htgθ i htg(θ+∆θ). Zato je
zapremina ovog dela obrtnog tela ∆I ≈ 1

3πh
2(tg2(θ+∆θ)−

tg2ϕ)·hdϕ = 1
3π(r cos θ)

3(tg2θ)′∆θ+o(∆θ) = 2
3πr

3 sin θ+o(∆θ)
kada ∆θ → 0.

U limesu imamo I ′(θ) = lim
∆θ→0

∆I

∆θ
=

2

3
πr3 sin θ. Sledi

da je zapremina qitavog tela Φ

V = I(β) =
2

3
π

∫ β

α

r3 sinϕ dϕ.

Istaknimo dobijene rezultate:
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IIIvr�eǌe 3. Neka je V zapremina obrtne povrxi dobijene rotiraǌem krive γ oko x-ose.

(1◦) Ako je γ data uslovom y = y(x) za a 6 x 6 b, onda je V = π
∫ b

a y2 dx;

(2◦) Ako je γ data uslovima x = x(t), y = y(t) za α 6 t 6 β, onda je V =
∫ β

α y(t)2x′(t) dt;

(3◦) Ako je r 6 r(ϕ) za α 6 ϕ 6 β u polarnim koordinatama, onda je V = 2
3π
∫ β

α r3 sinϕ dϕ.

Primer 6. Bernulijeva lemniskax̄̄a (zapravo, ǌena qetvrtina) je data u polarnim koordinatama

uslovom r2 = cos θ, 0 6 θ 6
π
2 . Na�i zapreminu tela dobijenog rotiraǌem ove krive oko x-ose.

Rexeǌe. Traжena zapremina je

V =
2

3
π

∫ π/4

0

r3 sin θdθ =
2

3
π

∫ π/4

0

cos3/2 θ sin θdθ =
∣

∣

t=cos θ

dt=− sin θdθ

∣

∣=
2

3
π

∫ 1

1
√

2

t3/2dt =
4

15
π

(

1− 1

25/4

)

≈ 0,48552.

5. Povrxina obrtne povrxi

(1−2◦) Kriva zagax̄̄a eksī̄licix̄̄no ili ī̄aramex̄̄arski

Pretpostavimo da je kriva zadata parametarski, uslovima (1).

x

y
z

x
x+∆x

y

∆ℓ

∆P

Oznaqimo sa P (t) povrxinu obrtne povrxi za α 6 τ 6

t. Kao xto smo videli u odeǉku o duжini krive, ako je
δt veoma malo, deo ove krive za t 6 τ 6 t+∆t ima duжinu
∆ℓ ≈

√

x′(t)2+y′(t)2 ∆t. Rotiraǌem oko x-ose ovaj deo
krive qini usku povrx blisku zarubǉenoj kupi qija je
izvodnica ∆ℓ, a polupreqnici obeju osnova ≈ y(t). Povr-
xina ovog dela povrxi je ∆P = 2πy(t)

√

x′(t)2+y′(t)2 ∆t+
o(∆t) kada ∆t → 0.

Dobijamo P ′(t) = lim
∆t→0

∆P

∆t
= 2πy(t)

√

x′(t)2+y′(t)2, pa

integracija daje formulu

P = P (β) = 2π

∫ β

α

y(t)
√

x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Odavde odmah dobijamo odgovaraju�u formulu i ako je kriva data eksplicitno, uslovom y =
y(x) za a 6 x 6 b. Ulogu parametra t preuzima x, te prethodna formula postaje

P = 2π

∫ b

a

y
√

1 + y′(x)2 dx.

Primer 7. Asx̄̄roiga je kriva data jednaqinom |x|2/3 + |y|2/3 = 1. Na�i povrxinu tela dobijenog
rotiraǌem ove krive oko x-ose.

Rexeǌe. Kriva je simetriqna u odnosu na obe ose, pa moжemo da posmatramno samo deo u pr-
vom kvadrantu i rezultat pomnoжimo sa 2. Smenom x2/3 = cos2 t i y2/3 = sin2 t dobijamo
parametrizaciju x = cos3 t i y = sin3 t za 0 6 t 6 π

2 . Poxto je x′ = −3 cos2 t sin t i y′ = 3 sin2 t cos t,

imamo x′2 + y′
2
= (3 sin t cos t)2 i

P = 2π

∫ π/2

0

y

√

x′2+y′2 dt = 2π

∫ π/2

0

sin3 t · 3 sin t cos t dt =
∣

∣

u=sin t

du=cos tdt

∣

∣= 2π

∫ 1

0

3u4 du =
6

5
π ≈ 3,76991.

(3◦) Kriva u ī̄olarnim koorginax̄̄ama

Najzad, ako je kriva γ zadata u polarnim koordinatama uslovom r = r(θ) za α 6 θ 6 β, ima�emo

∆ℓ ≈
√

r(θ)2 + r′(θ)2 ∆θ i ∆P ≈ 2πy
√

r2 + r′2 ∆θ = 2πr sin θ
√

r2 + r′2 ∆θ, xto nas vodi zakǉuqcima

P ′(θ) = 2πr sin θ
√

r2 + r′2 i

P = P (β) = 2π

∫ β

α

r(ϕ)
√

r(ϕ)2 + r′(ϕ)2 · sinϕ dϕ.

Primer 8. Izraqunati povrxinu tela dobijenog rotiraǌem kruga x2 + y2 = 2y oko x-ose.
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Rexeǌe. U polarnim koordinatama dati krug se predstavǉa uslovom r2 = 2r sinϕ, tj. r = 2 sinϕ,
pri qemu je 0 6 ϕ 6 π. Tada je r′ = 2 cosϕ, a traжena povrxina je

P = 2π

∫ π

0

√

r2+r′2 · r sinϕ dϕ = 2π

∫ π

0

2 · 2 sin2 ϕ dϕ = 4π.

Istaknimo i ove rezultate:

IIIvr�eǌe 4. Neka je P povrxina obrtne povrxi dobijene rotiraǌem krive γ oko x-ose.

(1◦) Ako je γ data uslovom y = y(x) za a 6 x 6 b, onda je P = 2π
∫ b

a y
√

1 + y′2 dx;

(2◦) Ako je γ data uslovima x = x(t), y = y(t) za α 6 t 6 β, onda je P = 2π
∫ β

α
y
√

x′2 + y′2 + z′2 dt;

(3◦) Ako je γ : r = r(θ) (α 6 θ 6 β) u polarnim koordinatama, vaжi P = 2π
∫ β

α

√

r2+r′2 ·r sinϕdϕ.

6. Zadaci

1. Izraqunati povrxinu oblasti ograniqene krivom y =
√
1− x2 i pravom y = x+1

2 .

2. Na�i povrxinu oblasti izme�u krivih y = 2|x| i y = 6 + 3x− x2.

3. Odrediti povrxinu unutraxǌosti kardioide, date uslovom r = 1− cos θ za 0 6 θ 6 2π.

4. Izraqunati povrxinu oblasti ome�ene krivom γ : (x, y) = (sin t−sin 5t, cos t−cos5t) za 0 6 t 6 π
2 .

5. Na�i duжinu dela parabole y = x2 u oblasti 0 6 x 6 1.

6. Na�i duжinu luka krive y = x2 − 1
8 lnx za x ∈ [1, e].

7. Izraqunati duжinu krive date u polarnim koordinatama jednaqinom r = eϕ, −1 6 ϕ < 1.

8. Na�i duжinu luka cikloide: x = t− sin t, y = 1− cos t, 0 6 t 6 2π.

9. Na�i zapreminu tela koje se dobija rotiraǌem oko x-ose krive y = sinx+ 1
2 za 0 6 x 6 2π.

10. Na�i zapreminu tela koje se dobija rotiraǌem oko x-ose krive y = x 3
√
1− x3 za 0 6 x 6 1.

11. Na�i zapreminu tela koje se dobija rotiraǌem oko x-ose figure ograniqene pravim x = 0 i
y = 2e i krivom y = (x+ 1)ex.

12. Kriva y =
(

x2 + 2x−2
)−3/4

(x > 0) rotira oko x-ose. Na�i zapreminu dobijenog tela.

13. Odrediti zapreminu tela dobijenog rotiraǌem krive y = x+ x3 (0 6 x 6 2) oko y-ose.

14. Na�i povrxinu tela dobijenog rotiraǌem krive r = 1 + cosϕ za 0 6 ϕ 6 π oko x-ose.

15. Izraqunati povrxinu sfere polupreqnika 1.

16. Kriva y = (x− 1
3 )
√
x (0 6 x 6 1) rotira oko x-ose. Na�i povrxinu dobijenog tela.

17. Izraqunati povrxinu tela koje se dobija rotiraǌem dela krive y = sinx (0 6 x 6 π) oko
x-ose.

18. Izraqunati povrxinu tela koje se dobija rotiraǌem luka krive y = 9x − x3, 0 6 x 6 3, oko
x-ose.

19. Izraqunati povrxinu tela koje se dobija rotiraǌem oko x-ose figure ograniqene pravim
y = 0 i y = 2x i parabolom y = (x− 4)2.

20. Na�i povrxinu tela nastalog rotiraǌem krive r = cos2 ϕ za 0 6 ϕ 6 π/2 oko x-ose.
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7. Rexeǌa

1. Prvo na�imo preseke prave i krive:
√
1− x2 = x+1

2 ⇒ 4(1− x2) = (x + 1)2 ⇒ (x+ 1)(5x− 3) = 0,
pa su preseci u x = −1 i x = 3

5 . Traжena povrxina je

∫ 3

5

−1

(

√

1− x2 − x+ 1

2

)

dx =

(

x
√
1− x2

2
+

arcsinx

2
− (x + 1)2

4

)

∣

∣

∣

3

5

−1
=

1

2
arcsin

3

5
+

π

4
− 2

5
≈ 0,70715.

2. Ispitajmo gde se dve krive seku, tj. reximo jednaqinu 6+3x−x2 = 2|x|. Moжe biti 6+3x−x2 =
2x (qija su rexeǌa x ∈ {−2, 3}) ili 6 + 3x − x2 = −2x (rexeǌa x ∈ {−1, 6}), pri provera
potvr�uje samo rexeǌa x = −1 i x = 3. Delovi traжene povrxine za −1 6 x 6 0 i 0 6 x 6 3
su

P1 =

∫ 0

−1

(6 + 3x− x2 + 2x)dx =
19

6
i P12 =

∫ 3

0

(6 + 3x− x2 − 2x)dx =
27

2
,

pa je ukupna povrxina P = P1 + P2 = 50
3 .

3. Povrxina je P =
1

2

∫ 2π

0

r2dθ =
1

2

∫ 2π

0

(1− 2 cos θ + cos2 θ)dθ = 3π ≈ 9,42478.

4. Data kriva je zatvorena, jer je (x, y) = (0, 0) za t = 0 i t = π
2 . Povrxina oblasti unutar ǌe je

P =
∣

∣

∣

∫ π/2

0

y(t)x′(t) dt
∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

∫ π/2

0

(sin t− sin 5t)(5 sin 5t− sin t) dt
∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

∫ π/2

0

(6 sin t sin 5t− sin2 t−5 sin2 5t) dt
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∫ π/2

0

6(✘✘
✘✿

0
cos 4t−✘

✘
✘✿

0
cos 6t)− (1 −✘

✘
✘✿

0
cos 2t)− 5(1−✘

✘
✘✘✿

0
cos 10t)

2
dt
∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

∫ π/2

0

−3 dt
∣

∣

∣
=

3π

2
.

5. Traжena duжina je

ℓ =

∫ 1

0

√

1 + y′2dx =

∫ 1

0

√

1 + 4x2dx =
∣

∣

t=2x

dt=2dx

∣

∣=
1

2

∫ 2

0

√

1 + t2dt

=
1

4

[

t
√

t2+1+ ln
(

t+
√

t2+1
)]
∣

∣

∣

2

0
=

1

2

√
5 +

1

4
ln
(

2 +
√
5
)

≈ 1,47894.

6. Duжina date krive je

ℓ =

∫ e

1

√

1 + y′2dx =

∫ e

1

√

1 +

(

2x− 1

8x

)2

dx =

∫ e

1

√

4x2 +
1

2
+

1

64x2
dx

=

∫ e

1

(

2x+
1

8x

)

dx =

(

x2 +
1

8
lnx

)

∣

∣

∣

e

1
= e2 − 7

8
≈ 6,51406.

7. Duжina krive je ℓ =

∫ 1

−1

√

r2 + r′2 dϕ =

∫ 1

−1

√
2e2ϕ dϕ =

√
2

∫ 1

−1

eϕdϕ =
√
2(e − e−1) ≈ 3, 32397.

8. Traжena duжina je

ℓ =

∫ 2π

0

√

x′2+y′2 dt =

∫ 2π

0

√

(1− cos t)2+sin2 t dt =

∫ 2π

0

√
2−2 cos t dt =

∫ 2π

0

2 sin
t

2
dt = −4 cos

t

2

∣

∣

2π

0
= 8.

9. Zapremina je

V = π

∫ 2π

0

(

sinx+
1

2

)2

dx = π

∫ 2π

0

(

sin2 x+sinx+
1

4

)

dx = π

(

3

4
x− cosx−1

4
sin 2x

)

∣

∣

∣

2π

0
=

3

2
π2 ≈ 14,8044.

10. Zapremina je V = π

∫ 1

0

y2dx = π

∫ 1

0

x2
(

1− x3
)2/3

dx =
∣

∣

t=1−x3

dt=−3t2

∣

∣=
1

3
π

∫ 1

0

t2/3dt =
1

5
π ≈ 0, 62832.

11. Funkcija f(x) = (x + 1)ex je rastu�a i f(0) = 1 i f(1) = 2e. Dakle, data figura je u oblasti
0 6 x 6 1. Zapremina cilindra koje se dobija rotiraǌem cele ove oblasti izme�u x-ose i
prave y = 2e je

V1 = π

∫ 1

0

(2e)2dx = 4πe2.
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Zapremina ,,xupǉine” naxeg obrtnog tela, tj. dela izme�u x-ose i krive y = f(x), je

V2 = π

∫ 1

0

(x+ 1)2e2xdx =
1

4
πe2x(2x2 + 2x+ 1) |10=

1

4
π(5e2 − 1).

Traжena zapremina je V1 − V2 = 1
4π(11e

2 + 1) ≈ 64,6223.

12. Zapremina je

V = π

∫ ∞

0

y2dx = π

∫ ∞

0

x3(x4+2)−3/2dx =
∣

∣

t=x4+2

dt=4x3dx

∣

∣=
π

4

∫ ∞

2

t−3/2dt = −π

4
·2t−1/2

∣

∣

∞

2
=

π

2
√
2
≈ 1,11072.

13. Poxto se rotira oko y-ose, u formuli za zapreminu x i y meǌaju uloge. Pri tome je 0 6 y 6 10:

V = π

∫ 10

0

x2dy = π

∫ 2

0

x2(1 + 3x2)dx = π

(

1

3
x3 +

3

5
x5

)

∣

∣

∣

5

0
=

328

15
π = 68,6962.

14. Traжena zapremina je

V =
2

3
π

∫ π

0

r3 sinϕ dϕ =
2

3
π

∫ π

0

(1 + cosϕ)3 sinϕ dϕ =
∣

∣

t=1+cosϕ

dt=− sinϕ dϕ

∣

∣=
2

3
π

∫ 2

0

t3dt =
8

3
π ≈ 8,37758.

15. Sfera se moжe dobiti rotiraǌem polukruga y =
√
1− x2 za −1 6 x 6 1 oko x-ose. Kako je

y′ = x√
1−x2

i 1 + y′2 = 1
1−x2 , povrxina sfere je (kao xto ve� znamo)

P = 2π

∫ 1

−1

y

√

1 + y′2dx = 2π

∫ 1

−1

√

1− x2

√

1

1− x2
dx = 2π

∫ 1

−1

dx = 4π ≈ 12,5664.

16. Imamo y′ = 9x−1
6
√
x

i
√

1 + y′2 =
√

81x2+18x+1
36x = 9x+1

6
√
x
. Traжena povrxina je onda

P = 2π

∫ 1

0

y

√

1+y′2 dx = 2π

∫ 1

0

√
x

(

x−1

3

)

9x+ 1

6
√
x

dx = 2π

∫ 1

0

(

3

2
x2−1

3
x− 1

18

)

dx =
5

9
π ≈ 1,74533.

17. Povrxina je

P = 2π

∫ π

0

y

√

1 + y′2dx = 2π

∫ π

0

sinx
√

1 + cos2 xdx =
∣

∣

t=cosx

dt=− sin x dx

∣

∣= 2π

∫ 1

−1

√

1 + t2dt

= π
[

t
√

t2 + 1 + ln
(

t+
√

t2 + 1
)]∣

∣

1

−1
= 2π

[
√
2 + ln

(

1 +
√
2
)]

≈ 14,4236.

18. Povrxina je P = 2π
∫ 3

0
y
√

1 + y′2dx = 2π
∫ 3

0
x(9 − x2)

√

1 + (9 − 3x2)2dx. Ako uvedemo smenu t =

9− 3x2, dt = −6xdx, onda je 9− x2 = 6 + 1
3 t i

P =
1

3
π

∫ 9

−18

(

6 +
1

3
t

)

√

t2 + 1 dt =
1

3
π

(

3t
√

t2 + 1 + 3 ln(t+
√

t2 + 1) +
1

9
(t2 + 1)3/2

)

∣

∣

∣

9

−18

= π

(

805

27

√
13 +

325

27

√
82 + ln(9 +

√
82) + ln(18 +

√
325)

)

≈ 700,502.

19. Parabola seqe pravu y = 2x za x = 2 (i x = 8, ali ta preseqna taqka ne odgovara opisu), a
x-osu za x = 4. Spoǉaxǌost obrtnog tela sastoji se iz tri dela:

(1◦) Povrxi nastale rotiraǌem segmenta prave y = 2x za 0 6 x 6 2. ǋena povrxina je

P1 = 2π
∫ 2

0 y
√

1 + y′2 dx = 2π
∫ 2

0 2x
√
5 dx = 8π

√
5.

(2◦) Povrxi nastale rotiraǌem dela parabole y = (x−4)2 za 2 6 x 6 4. ǋena povrxina je

P2 = 2π
∫ 4

2 (x − 4)2
√

1 + (2(x− 4))2dx = π
4

∫ 0

−4 u
2
√
1 + u2du (smena u = 2(x − 4)), pa dobijamo

P2 = π
32

[

u(2u2 + 1)
√
u2 + 1− ln

(

u+
√
u2 + 1

)]

|0−4= π
(

33
8

√
17− 1

32 ln(4 +
√
17)
)

.

Ukupna povrxina je P = P1 + P2 = π[8
√
5 + 33

8

√
17− 1

32 ln(4 +
√
17)] ≈ 109,424.

20. Imamo r′ = 2 sinϕ cosϕ i r2 + r′2 = (4 sin2 ϕ+ cos2 ϕ) cos2 ϕ = 5−3 cos 2ϕ
2 · cos2 ϕ. Povrxina je

P = 2π

∫ π/2

0

r
√

r2 + r′2 sinϕ dϕ = 2π

∫ π/2

0

cos2 ϕ
√

5−3 cos 2ϕ
2 cosϕ sinϕ dϕ

=

√
2

2
π

∫ π/2

0

1+ cos 2ϕ

2

√

5−3 cos 2ϕ sin 2ϕ dϕ =
∣

∣

t=5−3 cos 2ϕ

dt=6 sin 2ϕdϕ

∣

∣=

√
2

2
π

∫ 8

2

8−t

6

√
t · 1

6
dt =

94

135
π ≈ 2,18748.
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