
ITM – Analiza

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

5. Lokalna svojstva funkcija vixe promenǉivih

5.1. Tejlorov polinom

Neka je f(x1, x2, . . . , xn) neprekidno diferencijabilna funkcija i A = (a1, a2, . . . , an) taqka unutar
ǌenog domena. Ako nam je vrednost f(A) poznata, a treba nam vrednost f(X) u nekoj obliжǌoj taqki
X = (x1, . . . , xn), prirodno �emo pokuxati da je procenimo linearno. Ovakvu procenu daje nam prvi
diferencijal funkcije:

df(A) = f ′
x1
(A)dx1 + · · ·+ f ′

xn
(A)dxn.

To u stvari znaqi da je

f(X) ≈ T1(X) = f(A) + f ′
x1
(A) · (x1 − a1) + f ′

x2
(A) · (x2 − a2) + · · ·+ f ′

xn
(A) · (xn − an),

pri qemu �e odstupaǌe biti srazmerno malo u odnosu na rastojaǌe d(X,A).

Ovako je funkcija f aproksimirana linearnom funkcijom T1, pri qemu se vrednosti i prvi
diferencijali funkcija f i T1 u taqki A, a samim tim i svi izvodi prvog reda, poklapaju. Grafik
funkcije T1 je upravo tangentna ravan na povrx odre�enu funkcijom f .

Xto je taqka X bliжa taqki A, ova aproksimacija bi�e taqnija. Ipak, ovo nam qesto ne�e biti
dovoǉno. Zato �emo, kao i u sluqaju funkcija jedne promenǉive, boǉe uqiniti aproksimacijom
funkcije f polinomom vixeg stepena.

IIIejlorov ī̄olinom daje jednu mogu�nost za takvu aproksimaciju. Kao i kod funkcija jedne
promenǉive, to je polinom

Tk(x1, x2, . . . , xn)

stepena k qija se i vrednost i svi izvodi do k-tog reda poklapaju sa odgovaraju�im vrednostima
za funkciju f - naravno, pod pretpostavkom da je funkcija f neprekidno diferencijabilna k puta.

IIIvr�eǌe 5.1. Tejlorov polinom stepena k za funkciju f u okolini taqke A = (a1, a2, . . . , an) se moжe
zapisati kao

Tk(X) = f(A) + df(A) +
1

2!
d2f(A) + · · ·+ 1

k!
dkf(A),

gde je X = (x1, . . . , xn) i gde nakon razvoja ,,diferencijala” zameǌujemo dxi sa xi − ai.

Nije texko videti da ovaj polinom ima svojstvo koje nam treba, kao i da je to jedini takav
polinom. Samim tim, on ima svojstvo da je

f(X) = Tk(X) + o(hk) kada h → 0, gde je h = d(X,A).

Dru ı̄im reqima: Tejlorov polinom stepena k je ,,najtaqnija mogu�a” aproksimacija funkcije f poli-
nomom k-tog stepena u okolini taqke A.

U sluqaju funkcija dveju promenǉivih ovaj izraz poprima slede�i oblik:

IIIvr�eǌe 5.2. Tejlorov polinom stepena n funkcije f(x, y) u okolini taqke (a, b) je

Tk(x, y) = f(a, b) + f ′
x(a, b)·(x−a) + f ′

y(a, b)·(y−b)

+
1

2!

(

f ′′
xx(a, b)·(x−a)2 + 2f ′′

xy(a, b)·(x−a)(y−b) + f ′′
yy(a, b)·(y−b)2

)

+ · · ·

+
1

n!

n
∑

i=0

(

n

i

)

∂nf

∂xn−i∂yi
(a, b)·(x−a)n−i(y−b)i.
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Primer 5.1. Na�i Tejlorov polinom stepena 2 za funkciju f(x, y) =
√
1+x+xy u okolini taqke (0, 0).

Rexeǌe. Imamo

f ′
x =

1 + y

2
√
1 + x+ xy

, f ′
y =

x

2
√
1 + x+ xy

i

f ′′
xx = − (1 + y)2

4(1 + x+ xy)3/2
, f ′′

xy =
2 + x+ xy

4(1 + x+ xy)3/2
, f ′′

yy = − x2

4(1 + x+ xy)3/2
.

U taqki (x, y) = (0, 0) je

f ′
x =

1

2
, f ′

y = 0, f ′′
xx = −1

4
, f ′′

xy =
1

2
, f ′′

yy = 0.

Tako dobijamo Tejlorov polinom

T2(x, y) = 1 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

2
xy.

5.2. Taqke ekstremuma

Pretpostavimo da neprekidno diferencijabilna funkcija f(x1, x2, . . . , xn) dostiжe svoj lokalni
ekstremum (minimum ili maksimum) u taqki A = (a1, . . . , an). Tada je A taqka ekstremuma i po
svakoj promenǉivoj, xto znaqi da su svi prvi parcijalni izvodi funkcije f jednaki nuli:

∂f

∂x1
(A) = · · · = ∂f

∂xn
(A) = 0, tj. grad f(A) = 0. (5.1)

Taqke A koje imaju svojstvo (5.1) zovu se sx̄̄acionarne x̄̄aqke.

Drugim reqima: Ako je f(x, y) funkcija po dve promenǉive, ǌene stacionarne taqke su taqke u
kojima je tangentna ravan horizontalna.

Prema tome:

IIIvr�eǌe 5.3. Taqka u kojoj funkcija f dostiжe lokalni ekstremum moжe biti

(1◦) ǌena stacionarna taqka, ili
(2◦) taqka u kojoj funkcija f nije neprekidno diferencijabilna.

S druge strane, ne mora svaka stacionarna taqka biti taqka ekstremuma.

Primer 5.2. Na slici je prikazan grafik funkcije f(x, y) = x + y − 1
3x

3 − 4y2. Zapaжamo dve sta-

cionarne taqke, (±1, 18 ), kojima odgovaraju taqke P i Q na grafiku. Taqka P je taqka lokalnog
maksimuma (ali ne i globalnog), dok taqka Q nije taqka lokalnog ekstremuma.

0
1

2

−1
−2

2

4

−2

1

x

y

z

P

Q

Ispitajmo pod kojim uslovima je stacionarna taqka A taqka lokalnog ekstremuma. Podsetimo
se da je, za X u okolini taqke A, kada ~dx = (dx1, . . . , dxn) := X −A → 0,

f(A+ ~dx) = f(A) +
✟
✟
✟✯

0
df(A) +

1

2!
d2f(A) +

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿
o(|dx|2)

(

1

3!
d3f(A) +

1

4!
d4f(A) + · · ·

)

≈ f(A) +
1

2
d2f(A).

Dakle, kǉuqan nam je znak qlana

d2f(A) =

n
∑

i,j=1

f ′′
xixj

(A) dxi · dxj ,

koji je homogen kvadratni polinom po veliqinama dx1, . . . , dxn. Kaжemo da je taj kvadratni polinom
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◦ ī̄ozix̄̄ivno gefinix̄̄an ako je d2f(A) > 0 za svaki izbor veliqina dx1, . . . , dxn koje nisu sve nula;

◦ ne ı̄ax̄̄ivno gefinix̄̄an ako je d2f(A) < 0 za svaki izbor veliqina dx1, . . . , dxn koje nisu sve nula.

Vidimo slede�e:

IIIvr�eǌe 5.4. Neka je funkcija f(x1, . . . , xn) neprekidno diferencijabilna u taqki A.

◦ ako je d2f(A) pozitivno definitan, onda je A taqka lokalno ı̄ minimuma;

◦ ako je d2f(A) negativno definitan, onda je A taqka lokalno ı̄ maksimuma;

◦ ako d2f(A) meǌa znak, tj. ako moжe biti i pozitivno i negativno u zavisnosti od izbora
dx1, . . . , dxn, onda A nije taqka lokalnog ekstremuma funkcije f .

Detaǉnije �emo ispitati sluqaj dve promenǉive. Dakle, neka je f(x, y) neprekidno diferen-
cijabilna funkcija i A(x0, y0) taqka u ǌenom domenu. Tada je

d2f(A) = E · dx2 + 2F · dxdy +G · dy2,
gde su

E = fxx(A), F = fxy(A), G = fyy(A). (5.2)

Diskriminanta kvadratnog polinoma d2f(A) je 4∆, gde je

∆ = G2 − EF.

Znamo da je d2f(A) pozitivno definitno ako je ∆ < 0 i E > 0, a negativno definitno ako je ∆ < 0
i E < 0. Tako dolazimo do slede�eg kriterijuma.

IIIvr�eǌe 5.5. Neka je A stacionarna taqka neprekidno diferencijabilne funkcije f(x, y). Veliqine
E,F,G i ∆ su definisane kao u (5.2).

◦ ako je ∆ < 0 i E > 0, onda je A taqka lokalno ı̄ minimuma funkcije f ;

◦ ako je ∆ < 0 i E < 0, onda je A taqka lokalno ı̄ maksimuma funkcije f ;

◦ ako je ∆ > 0, onda A nije taqka lokalnog ekstremuma funkcije f .

Primer 5.3. Na�i taqke lokalnih ekstremuma funkcije

f(x, y) = x2y(1− x− y), 0 < x, y < 1.

Rexeǌe. Imamo
f ′
x = xy(2− 3x− 2y) i f ′

y = x2(1 − x− 2y).

Jedino rexeǌe sistema jednaqina f ′
x = f ′

y = 0, tj. jedina stacionarna taqka, je (x, y) = (12 ,
1
4 ).

U ovoj taqki je
E = f ′′

xx = 2y(1− 3x− y) = −3/8,
F = f ′′

xy = x(2 − 3x− 4y) = −1/4.
G = f ′′

yy = −2x2 = −1/2.

Sada je
∆ = −1

8
i E < 0,

xto znaqi da je (12 ,
1
4 ) taqka lokalnog maksimuma.

U ,,graniqnom” sluqaju, kada je ∆ = 0, potrebno je ispitati izvode vixeg reda (tre�eg, qetvr-
tog, itd.) poxto nam izvodi drugog reda ne daju dovoǉno informacija.

Primer 5.4. (a) Posmatrajmo funkciju f(x, y) = x4 + y4.

ǋena jedina stacionarna taqka je A(0, 0). U toj taqki je df(A) = 0, ali je tako�e d2f(A) =
d3f(A) = 0.

Ipak, A je taqka lokalnog minimuma funkcije f jer je

d4f(A) = 24(dx4 + dy4)

strogo pozitivno kad god dx i dy nisu oba nule.

(b) Posmatrajmo sada funkciju f(x, y) = x3 + y3.

Kao i u prethodnom sluqaju, ǌena jedina stacionarna taqka je A(0, 0). U toj taqki je df(A) =
d2f(A) = 0, ali A nije taqka lokalnog ekstremuma jer

d3f(A) = 6(dx3 + dy3)

moжe da bude i pozitivno i negativno.
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5.3. Zadaci

1. Na�i Tejlorov polinom reda 2 za funkciju f(x, y) = 1
2x+y+xy u taqki (x, y) = (1, 1).

2. Na�i Maklorenov polinom reda 3 za funkciju f(x, y) = (1 + x2 + 2y2)e−xy.

3. Na�i Maklorenov polinom reda 3 za funkciju y(x) implicitno datu jednaqinom y+sin y = 2x.

4. Na�i Maklorenov polinom reda 2 za funkciju z(x, y) datu jednaqinom ez + xz = y + 1.

5. Na�i taqke lokalnih ekstremuma funkcije f(x, y) = x2 + 2xy + y3 − 6x− 7y.

6. Na�i taqke lokalnih ekstremuma funkcije f(x, y) = x+ y
x + 8

y , xy 6= 0.

7. Na�i taqke lokalnih ekstremuma funkcije f(x, y) = cosx+ cos y − cos(x + y) za x, y ∈ (0, 2π).

8. Na�i taqke lokalnih ekstremuma funkcije f(x, y) = x+y+1√
x2+y2+1

.

5.4. Rexeǌa

1. Imamo f(1, 1) = 1
4 . Daǉe, parcijalni izvodi u taqki A(1, 1) su

f ′
x = − y+2

(xy+2x+y)2 = − 3
16 , f ′

y = − x+1
(xy+2x+y)2 = − 1

8 ,

f ′′
xx = 2(y+2)2

(xy+2x+y)3 = 9
32 , f ′′

xy = xy+2x+y+4
(xy+2x+y)3 = 1

8 , f ′′
yy = 2(x+1)2

(xy+2x+y)3 = 1
8 .

Sledi da je Tejlorov polinom T2(x, y) =
1
4− 3

16 (x−1)− 1
8 (y−1)+ 9

64 (x−1)2+ 1
8 (x−1)(y−1)+ 1

16 (y−1)2.

2. Ovde �emo razviti funkciju e−xy u Maklorenov red kao funkciju jegne ī̄romenǉive, a potom
dobijeni polinom pomnoжiti sa 1 + x2 + 2y2. Naime, znamo da je et = 1 + t+ 1

2 t
2 +O(t3), pa za

t = −xy dobijamo

e−xy = 1− xy +
1

2
x2y2 + · · · = 1− xy +R(x, y),

gde su svi sabirci u R(x, y) stepena bar 4. Odavde je f(x, y) = (1 + x2 + 2y2)(1− xy +R(x, y)) =
1 + x2 + 2y2 − xy + S(x, y), gde su svi sabirci u S(x, y) stepena bar 4.

Prema tome, traжeni Maklorenov polinom je T3(x, y) = 1 + x2 − xy + 2y2.

3. Jasno je da je y(0) = 0. Oznaqimo f(x, y) = y + sin y − 2x. Imamo y′ = y′x = − f ′

x

f ′

y
= 2

1+cos y . Daǉe

diferenciramo y′ kao sloжenu funkciju:

y′′ = ∂
∂x

(

2
1+cos y

)

= 2 sin y
(1+cos y)2 · y′ = 4 sin y

(1+cos y)3 ,

y′′′ = ∂
∂x

(

4 sin y
(1+cos y)3

)

= 4(3−2 cos y)
(1+cos y)3 · y′ = 8(3−2 cos y)

(1+cos y)4 .

U taqki x = 0 je y′ = 1, y′′ = 0 i y′′′ = 1
2 , pa je Maklorenov polinom T3(x) = x+ 1

12x
3.

4. Za x = y = 0 je ez = 1, tj. z = 0. Oznaqimo f(x, y, z) = ez+xz−y−1 = 0. Tada je z′x = − f ′

x

f ′

z
= −z

ez+x

i z′y = − f ′

y

f ′

z
= 1

ez+x . Imaju�i u vidu ove izraze, daǉe dobijamo

z′′xx =
∂

∂x

( −z

ez + x

)

=
−z′x(e

z + x) + z(ezz′x + 1)

(ez + x)2
=

2z(ez + x)− z2ez

(ez + x)3
.

Sliqno je

z′′xy =
∂

∂x

(

1

ez + x

)

=
−ezz′x − 1

(ez + x)2
=

(z − 1)ez − x

(ez + x)3
i z′′yy =

∂

∂y

(

1

ez + x

)

=
−ezz′y

(ez + x)2
=

−ez

(ez + x)3
.

U taqki (0, 0) dobijamo z′x = 0, z′y = 1, z′′xx = 0, z′′xy = −1 i z′′yy = −1. Prema tome, traжeni

Maklorenov polinom je T2(x, y) = y − xy − 1
2y

2.

5. Imamo f ′
x = 2x + 2y − 6 i f ′

y = 2x + 3y2 − 7. Ako je f ′
x = f ′

y = 0, onda je y = 3 − x i f ′
y =

3x2− 16x+20 = 0, odakle je x ∈ {2, 103 }. Prema tome, jedine stacionarne taqke (x, y) su M1(2, 1)
i M2(

10
3 ,− 1

3 ).

Daǉe, poxto je E = f ′′
xx = 2, F = f ′′

xy = 2, G = f ′′
yy = 6y i ∆ = F 2 − EG = 4(1 − 3y), dobijamo

∆ < 0 u taqki M1 i ∆ > 0 u taqki M2, xto znaqi da je M1 taqka lokalnog ekstremuma (i to
minimuma jer je E > 0), dok M2 to nije.
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6. Stacionarne taqke nalazimo rexavaǌem sistema f ′
x = 1 − y

x2 = 0 i f ′
y = 1

x − 8
y2 = 0: dobijamo

y = x2 i x = 1
8y

2 = 1
8x

4, pa je x3 = 8, tj. x = 2 i odatle y = 4. Daǉe je f ′′
xx = 2y

x3 , f ′′
xy = − 1

x2 ,

f ′′
yy = 16

y3 , pa za (x, y) = (2, 4) imamo ∆ = 1
x4 − 32

x3y2 = − 3
16 < 0. Kako je f ′′

xx > 0, taqka (x, y) = (2, 4)
je taqka lokalnog minimuma.

7. Prvi parcijalni izvodi su f ′
x = sin(x + y) − sinx = 2 sin y

2 cos(x + y
2 ) i f ′

y = sin(x + y) − sin y =
2 sin x

2 cos(y +
x
2 ). Neka je f ′

x = f ′
y = 0, tj. sinx = sin y = sin(x+ y).

(i) Ako je y = x, onda iz f ′
x = 2 sin x

2 cos 3x
2 = 0 (zbog sin x

2 6= 0 za 0 < x < 2π) sledi x ∈ {π
3 , π,

5π
3 }.

(ii) Ostaje sluqaj y = π − x. Tada iz f ′
x = f ′

y = 0 sledi sinx = sin y = 0, pa je x = y = π - taqka
koju smo ve� naxli.

Drugi parcijalni izvodi funkcije f su f ′′
xx = cos(x + y) − cosx, f ′′

xy = cos(x + y) i f ′′
yy =

cos(x+ y)− cos y. Za (x, y) = (π3 ,
π
3 ) ili (5π3 , 5π

3 ) bi�e ∆ = (12 )
2 − (−1)(−1) = − 3

4 < 0 i f ′′
xx < 0, pa

ovde imamo lokalni maksimum. Za (x, y) = (π, π) je ∆ = 12 − 2 · 2 = −3 < 0 i f ′′
xx > 0, pa ovde

imamo lokalni minimum.

8. Prvi i drugi parcijalni izvodi su

f ′
x = y2−xy−x+1

(x2+y2+1)3/2
, f ′

y = x2−xy−y+1
(x2+y2+1)3/2

,

f ′′
xx = 2x2(y+1)−(3x+y+1)(y2+1)

(x2+y2+1)5/2
, f ′′

xy = −x3+2x2y+2xy2−y3+3xy−x−y
(x2+y2+1)5/2

, f ′′
yy = 2y2(x+1)−(3y+x+1)(x2+1)

(x2+y2+1)5/2
.

Ako je f ′
x = f ′

y = 0, onda je x2 + y2 + 1 − x(x + y + 1) = x2 + y2 + 1 − y(x + y + 1), pa kako je

x2 + y2 + 1 6= 0, mora biti x = y i odatle (x, y) = (1, 1). U ovoj taqki je f ′′
xx = f ′′

yy = −2
3
√
3
< 0,

f ′′
xy = 1

3
√
3
i ∆ = − 1

9 < 0, xto znaqi da je to taqka lokalnog maksimuma.

::::::::::::::::
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