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5. JlokamHa cBOjCcTBA (PYHKIMja BUIIE IPOMEHJLUBUX

5.1. Tejmopos mosimHOM

Hexa je f(x1,22,...,x,) HENIpeKNIHO mudpepenujabunna Gpyurmujau A = (a1, as,...,a,) TaYKa yHyTAD
meHor nomeHa. Ako Ham je Bpemsoct f(A) mosnara, a tpeba nam Bpenaoct f(X) y HEKOj 0OIMKE0] TauKn
X = (x1,...,2,), upuponno hiemo nokymaTu na je npoueHuMo auueapuo. OBaKBy NPOLEHY Aaje HaM IPBU
mudepeHnurjat GyHKII]je:

df(A) = fo, (A)dar +--- + f1, (A)da,.

To y cTtBapm 3Hauu na je

fX) = Ti(X) = f(A) + f1,(A) - (21 —a1) + £1,(A) - (22 —az) + -+ + fi, (A) - (2 — an),
npu demy he oxcryname GUTH CpasMepHO MAJO y OJHOCY Ha pacrtojame d(X, A).

OBako je ¢yHrmmja f amporcuMmmpana juHeapHOM ¢yHKHUjoM 1), Ipyu yeMy ce BPEAHOCTU U IIPBU
nudepernujann Gpyukmuja f u 1) y Taukm A, a caMuM TUM U CBU M3BOIY IPBOT pela, mokIanajy. I papuk
¢yurnuje T je ynpaBo TaHreHTHa paBaH Ha nospur onpebeny ¢yrrmujom f.

IIITo je Tauka X Oawmwka rauku A, oBa anpokcumanuja ouhe taunuja. Vmak, oBo mam yecto nehe outu
[OBOJBHO. 3aTo hemo, Kao u y ciaydajy (yHKOMUja jeaHe IPOMEHbUBE, OObE YUUHUTHU AMPOKCUMAIIL]OM
¢yHEKIMje [ MONMHOMOM BUIIET CTEIeHA.

Illejnopoe uoaumnom maje jemmy MOTYNHOCT 3a TakBy ampokcuManujy. Kao m kox (yHKRuMja jenHe
TPOMEHJBUBE, TO j€ TOJIUHOM
Ti(x1,x2,. .., Ty)

creneHa k 4yumja ce M BPEOHOCT UM CBU M3BOAU N0 Kk-TOT penxa MOKJANajy ca oAarosapajyhmm BpemHocTHMA
3a GyHEIU]y [ - HAPABHO, HOJ IPETIOCTABKOM na je ¢pyHkuuja f HenperuaHo nudepenuujabunaa k myra.

Mephewe 5.1. Tejnopos monuuoMm crenena k 3a yurumjy f y okomunu tauke A = (a1,as,...,a,) ce MOKe
3ammcaT Kao

1 1
Ti(X) = f(A) +df(A) + S F(A) + o+ d f(A)
rae je X = (21,...,%,) U OOe HAKOH pa3Boja , mudpepennujana’ 3amemyjemo dr; ca ; — a;.

Huje Temrko BmmeTrw ma oBaj MOJMHOM WMMa CBOjCTBO Koje HaM Tpeba, Kao W Oa je TO jeAuHU TaKaB
nosmmaoM. CaMuM TUM, OH UMa CBOjCTBO na je

f(X) =Tp(X) +o(h*) xama h — 0, rmeje h=d(X,A).

Hpyrum pevuma: Tejnopos nmoanuoMm crenena k je ,Hajraunuja Moryha” anporcumanuja ¢pyHkuuje f mosiu-
HOMOM k-TOT CTEIeHa y OKOJUHU Tauke A.

Y cuy4ajy ¢GyHKIUja ABejy IPOMEHJUBUX OBaj M3pa3 monpuMma ciegehu obiamk:

Iephewe 5.2. Tejnopos noauuoMm crenena n pyuknuje f(x,y) v okoaunn tauke (a,b) je

Tk(xa y) = f(aa b) + f;;(av b)-(ac—a) + fg/;(av b)'(y_b)
+ o (@, D) (=) + 262, (a,b)-(e—a)(y—b) + [ (0 b)-(5-D)?)

.
%i ( )axfnfay (a,b)-(x—a)" " (y—b)".



IIpumep 5.1. Hahu Tejnopos nonunom crenena 2 3a ¢pyukuujy f(x,y) = /1+z+zy y orkonunu rauke (0,0).

Pewewe. VImamo

fl_ 1+y fl_ €z
oI+ +ay Y 2yT+ax+tay
" , (ty)p? . 2+4ztay p z?

T 4L+ ay)d? T AL bt ay)¥? T 4l +ay)3?
Y raukn (x,y) = (0,0) je
1 1 1
fglc:§7 fgl;:07 fg/c/xzfzv f:gy:§7 f;}/y:()
Tako mobujamo TejmopoB moamHOM

1 1 1
To(z,y) =1+ 2%~ §x2 + 2%Y-

5.2. Tauke exkcTpemMyma

ITpernocTaBuMO na HEIPEKUAHO nudpepennujabunna Gyarmmja f (21, Ta,. .., T,) DOCTHKE CBO]j JOKAJIHU
exkcTpeMyM (MUHUMYM niau MakcumyM) y tauku A = (ay,...,a,). Tana je A taura ekcTpemyM™Ma U IO
CBaKO] IPOMEHJ/LUBO], MITO 3HAYUM Ja Cy CBU IPBU MapUUjaJHU U3BOAM (DYHEIUje f jeIHAKU HYJIU:

or . of . _
8—351(‘4)7.“ 0xn( )=0, Tj. grad f(A)=0. (5.1)

Taure A koje nmajy csojcto (5.1) 30By ce cillayuonaphe Wauke.

pyeum pevuma: Aro je f(r,y) PyHKIMja TO ABE TNPOMEHJLUBE, H€HE CTANMOHADHE TAUKe Cy TadKe y
KOjUMa je TAHMeHTHAa paBaH XOPU3OHTAJHA.

IIpema Towme:
Ilsphewe 5.3. Taurka y r0joj pyHEKmMja f DOCTIKE JOKAJHU EKCTPEMYM MOKe OUTH

(1°) mena cTanmMoOHADHA TAYKa, WU
(2°) rauka y K0joj QpyHKUUja [ HUje HENPEKUAHO mUdepeHnrjabuiHa.

C mpyre cTpase, He MOpa CBaKa CTAIMOHADHA TAUYKa OUTU TAYKA €KCTPEMYMA.

IIpumep 5.2. Ha caunnm je npuraszan rpadur dpysemuje f(x,y) =z +y — %xS — 4y?. Bamaxkamo mBe cTa-
nuonapHe Tauke, (£1, %), KojuMa oarosapajy tauke P u () Ha rpa¢ury. Tauka P je Tadka JOKaJIHOTD
MakcuMyMa (anm He 1 TIODAJHOr), MOK Tadka () HUje Tadka JIOKAJIHOT eKCTPeMyMaA.

Wcnmrajmo mom KOjuM yCJIOBHMA, je CTaIMOHAPHA Tauka A Tauka jgokajgmHor ekcrpemyMa. Ilomcermmo
ce na je, 3a X y orkosuan tauke A, kana dx = (dxy,...,dz,) =X — A — 0, o|dz]?)

2
f(A+dz) = +M+2'd

Ilakne, kjpydJaH HAM je 3HAK djaHa

) I+ s,

n

df(A) = > f1,,(A) d; - day,

4,j=1

KOjU je XOMOTEH KBaAPATHU MOJUHOM IO Besuuuuama dxq, . . ., dr,. KaxeMo na je Taj KBaapaTHU MOJTUHOM



o Uosuiliuero gedunuitian axo je d? f(A) > 0 3a cBaku u3bop Benuuuna dr1, . . ., dx, Koje HUCY CBe HyNa;
o melaliueno gedunuiian axo je d* f(A) < 0 3a cearku uzbop BesuuuHa dr1, . . ., dT, Koje HUCY CBe HyJIA.
Bumumo crnenehe:
IHlephewe 5.4. Heka je ¢yuruuja f(x1,...,x,) Heuperkuauo nudepennujabunna y rausu A.
o ako je d?f(A) nosutusHO nepuHUTAH, OHIA je A TAUKA A0KAANOT MUMUMYMA

o ako je d?f(A) meratusHO meduHUTAH, OHAA je A Tauka A0KAAMOT MAKCUMYMA;

o ako d?f(A) Mema 3HaK, Tj. aKO MO¥e OUTU U MO3UTUBHO U HETATUBHO y 3aBUCHOCTH OX U360pa
dzy,...,dz,, oEmDA A Huje TAYKA JOKAJHOD e€KCTpeMyMa (yHKmuje f.

Heramuuje hemo ucnuratu cayuaj ase npomensuse. Jlakie, neka je f(x,y) HenperuaHo nudepes-
mujabunna ¢pyuruuja u A(xg,yp) Tauka y meHoMm nomeny. Tana je

d’f(A) = E - da® 4 2F - dady + G - dy?,

rae ¢
y E=folA), F=foy(4), G = fuy(A). (5.2)
IuckpuvuHanTa KBaapaTHOT nomuHoma d2 f(A) je 4A, rae je
A=G?-FEF.

3uamo ma je d?f(A) mosutusno medumuTHO ako je A < 0 u E > 0, a HeraTuBHO AeGUHUTHO ako je A < 0
u F < 0. Tako momaszumo 1o ciaemeher kpurepujyMma.

IHlephewe 5.5. Hekra je A cranuonapHa Tauyka HenpekuaHO nudepennujabunne pyuruuje f(z,y). Beanuunne
E F,G u A cy nedpunucane kao y (5.2).
o ako je A< O0wu E >0, oana je A Tauka 40KGAHOT MUHUMYMA QyHRITjE f;
o arko je A< Ou E <0, ouna je A tauka 10kaAH0T Makcumyma ysrnuje f;
o ako je A >0, ouna A HHje Tauka JOKAJHOT eKcTpeMyMa (yHKmuje f.

IIpumep 5.3. Hahu Ttauke nokKaJIHUX eKcTpeMyMa (YHKITje

f(l',y):ljy(].fl‘*y), O<Iay<]—'

Pewemwe. VImanmo
fr=2y(2—-32z-2y) mu f, = 221 —z — 2y).

Jemumo pememe cucrema jemmaumma f, = f; =0, Tj. jemmna crammomrapma Tauka, je (r,y) = (%, %)

Y oBOj Tauku je

E=f=2y(1-3z—y) =-3/8,

F=fr,=22-3r—4y) =-1/4.
_ _ 2 _

G=[l= -2 = —1/2.

Cana je 1
Aifg n E<O,

11

ITO 3HAYM Ja je (5, ;) TAYKa JOKAJHOT MAKCHUMYyMa.

Y ,rpamuunom” ciayuajy, kana je A =0, morpebHo je ucnuraru ussone Bumer pena (tpeher, yeTsp-
TOT, UTA.) TOIITO HAM M3BOAU APYTOT Pena He Aajy DOBOJLHO MH(OPMALM]A.

Ipumep 5.4. (a) Tlocmarpajmo dyurmmjy f(z,y) = 2% + y*.
Hena jenuna crammonapua tauka je A(0,0). Y Toj tauku je df(A) = 0, amu je takobe d?f(A) =
d®f(A) = 0.
Wnak, A je tauka jsoragHOr MUHUMyMa ¢yHEIUje f jep je
d*f(A) = 24(dz* + dy*)
CTPOro MO3UTUBHO Kau ron dr u dy Hucy oba HyJe.
(6) MocmaTpajmo cana pymsnujy f(z,y) = 23 + y3.

Kao u y nperxomuowm cayuajy, mena jemuna cranuonapaa rtauka je A(0,0). Y Toj Trauku je df (A) =
d’f(A) =0, anu A Huje TauKa JOKAJTHOT eKCTpeMyMa jep

3 f(A) = 6(da® + dy®)

MOKE Oa 6yJ_[e 1 IIO3WUTUBHO 1 HEI'aTUBHO.



5.3. 3amamu

1. Hahwu Tejunopos nomuuom pega 2 3a ¢pyuruujy f(z,y) = y rauru (z,y) = (1,1).

1
2ztytay
Hahwu Magnoperos nosmuoMm pena 3 3a ¢yurnujy f(z,y) = (1 + 22 + 2y?)e=v.

Hahin Makaopenos noauaoM pena 3 3a GyHKIU]y y(2) UMIUIMOUTHO JATY jeHAUYMHOM Yy +siny = 2x.
Hahu Maknopenos noauaoMm pena 2 3a Gpyuruujy z(z,y) mary jenHadunom e + xz =y + 1.

Hahu rauke mokanaux ekcrpemyma dynrmuje f(z,y) = 2% + 22y + y3 — 62 — Ty.

RS

Hahwu rauke nokamumx exkcrpemyma ¢yurmuje f(x, T+ 2+ 57 xy # 0.

=cosx + cosy — cos(z +y) 3a x,y € (0,2m).

rx4y+1

a4y +1

© N e ot W

) =
(z,9)

Hahu rauke nokanuux ekcrpemyma ¢Qyuruuje f(x,y)
(z,y) =

Hahwu raure nokanuux ekcrpemyMma ¢yurnuje f(x,

5.4. Pemenma

1. Nmamo f(1,1) = 1. Hame, napuujanam uzsonu y tauku A(1,1) cy

f/f,yiﬁffi fl=——=tl __ — _1
. (zyt2z+y)2 T 167 T (wyt2zty)r T8
no_ _2wt2?® 9 no_ wyt2etytd _ 1 o _2@+D)® 1
zx T (zy+2z+y)d T 32° zy — (zy+2z+y)d T 8 yy = (zy+2z+y)® T 8"

Crnemu na je Tejnopos momunom Ts(z,y) = +— 2 (2—1)— 2 (y—1)+ & (z—1)*+ 2 (2—1)(y—1)+ & (y—1)2.

2. OBpme hemo pasBur; Gyrrnujy e Y y MakinopeHOB pen xao gynruujy jegre upomennuge, a IOTOM
noGujenn monuHOM moMHOEUTU ca 1 + 22 + 2y2. Hawmme, 3namo ma je ef =14+t + %t2 + O(t3), na 3a
t = —xry mobujamo

i 1
e =1—ay+ g2y’ - =1—ay+ Rlzy),

rae cy csu cabupmu y R(z,y) cremena 6ap 4. Omasze je f(z,y) = (1422 +2y?)(1 — 2y + R(z,y)) =
1+ 2% +2y?> — 2y + S(z,y), rae cy csu cabupmu y S(z,y) crenena Gap 4.

ITIpema Tome, Tpasxenu Makaopenos noauaom je Ts(z,y) =1+ % — xy + 212

fa 2

3. Jacuo je ma je y(0) = 0. Osmauumo f(x,y) =y +siny — 2z. Umamo y' =y, = —F = Treoss Iame
y
aupepeHnupamMo y Kao CIOKEeHY (QyHKIU]Y:
n_ 9 2 2siny Y 4siny
Y = oz Ttcosy ) — (1+cosy)? y = (14-cosy)3
"o 8 4siny _ 4(3—2cosy) ; _ 8(3—2cosy)
— 9z (lJrcosy)3 — (dFcosy)® y = (14-cosy)*4
Yraukm x =0jey’ =1,y =0muny" = 2, na je Maknopenos nomuuom T3(x) = = + 1—12:E3
4. Bax=y=0jee* =1, 1j. 2z=0. Osnmaunmo f(z,y,z) =e*+xz—y—1=0. Tana je z/, = —;—“:' -
n Zzl/ = —;—Z = ez+x Nmajyhu y Buny oBe uszpase, mname mobujamo
s 0 (== \_ —zl (e +x) + z(e®zl + 1) _ 2z(e* + z) — 22%€*
g \ef 4 (e* + x)? (e* +z)3

Cnuuno je

p 0 1 -1 (z=1e*—z . 0 1 —e%z, —e*
W ox \ e+ (e + x)? (e +x)3 e oy \e* +u (e#+x)? (e +x)3
"

3 I !l " _ _ "
Y raurn (0,0) mobujamo 2, = 0, 2, = 1, 27/, =0, 27/, = -1 m z;, = —1. Ilpema Tome, TpaskeHuU

Magsnopenos monuuoM je Th(x,y) =y — axy — %yQ.

5 Wmamo f; =22 +2y—6m f, = 2z + 3y? — 7. Axo je fl = fy =0, onna jey =3 -z u f
322 — 162 +20 = 0, omaxue je x € {2, %} ITpema tome, jemuue cranuonapue tauke (z,y) cy Mp(2,1)
n .1\42(m 7%)
Hame, nmomro je E = =2 F= =2 G= =6y u A =F?—EG = 4(1 — 3y), nobujamo
A <0y rauku M u A > 0 y Taukn Mg, IITO 3Haq1/1 ma je My Tauka JOKAJHOT eKcTpeMyMa (U TO
MuHuUMyMa jep je E > 0), nok My To Huje.



6. Cranmomapme Tauke HAJA3UMO pemrasamem cucrema f, =1— %5 =0wu f) = % — y% 0: mobujamo

: " 2 " 1
4. Hame je f, = 4 = —=,

8

y:$2mx=§y2=§x4, HajeIBZS, Tj. * = 2 1 omarie y = 55 oy
oy = ;—S, na 3a (z,y) = (2,4) mamo A = 15 — 1?22 = -2 <0. Kaxko je f/, >0, Tauxa (z,y) = (2,4)

je Tauka JOKAJHOT MUHUMYMA.

7. Hpsu naprumjanau u3somu cy f, = sin(z +y) —sinz = 2sin § cos(z + %) u f,, = sin(z +y) —siny =
2sin 5 cos(y + 3). Hera je f; = f;, =0, 1j. sinz =siny = sin(z + y).

(i) Axo je y =z, onma us f, =2sin£ cos 3 =0 (36or sin % # 0 3a 0 < z < 27) caem z € {Z,m, 3}

(ii) Ocraje cayuaj y =7 —z. Tama us f; = f, =0 cnemu sinz =siny = 0, ma je x =y = 7 - Tauka
KOjy cMo Beh mamim.

Opyrn napumjammu ussonu dymsumje f cy fr, = cos(z +y) — cosz, fi, = cos(x +y) u f], =
cos(z +y) —cosy. 3a (z,y) = (%,%) wm (3, 3F) ouhe A= (3)2— (-1)(-1)=-2<0mu f), <0, na
OBl UMAMO JIOKAJTHU MakcuMyM. 3a (z,y) = (m,7) je A=12-2.2=-3<0u f/ >0, na opae

MaMO JIOKQJIHV MWHWIMYM.

8. IIpBu u apyru mapuumjaand U3BOAU CY

f/ _ Y —ay—atl f/ _ aP—zy—y+1

xr (z2+y2+1)3/27 y (z2+y2+1)3/27

no _ 207 (y+1)—Baty+1) (¥ +1) 0o _ —at420%y+20y® —y 43y —z—y n _ 2y (z+1)—@By+a+1) (2’ +1)
xxr (x2+y2+1)5/2 9 Ty (x2+y2+1)5/2 9 yy (x2+y2+1)5/2 .

Axo je fi = f, =0, onna je 2 + > + 1 —2(x+y+1) =22 + 3> + 1 —y(z + y + 1), ma xaxo je
2?4+ y*>+1# 0, mopa 6urn x = y u omarae (z,y) = (1,1). Y osoj tauru je fI, = fI = % <0,
"= u A= f% < 0, WTO 3HAYM AA je TO TAYKA JIOKAJHOT MAKCUMYMA.

TY T 33



