MatremaTuka 2

Llywarn Bykuh

6 — 7. OyHKIUje BUIIE TPOMEHIbUBUX

1. OcHOBHU TIOjMOBU

PyurIMja N TPOMEHUBUX je HEKA (YHKIMja O0JIMKA

f(xlaZQa' e ;Zn)a

rae ¢y &i,...,%T, peajHe IpoMeHmuBe. llomTo ¢y n-TOpke (Zi,...,T,) €JIEMEHTU N-IUMEH3UOHAJIHOT
npocropa R"™, peu je o ¢yHENUju nepuHucaHoj Ha npocropy R" maum Ha HEKOM H.eroBoM HoICKymy D.

Taj nonckyn D C R™ je gomen dpyurmnuje f. 3aro kaxkemo na je f npecnmkasame u3 D y R n o3nagaBamo
f:D—R.

[Iprmepn oBakBUX (yHKIHja Cy CByZa:
o IToBpumHua IpaBoOyraoHWKa ca CTpaHUIaAMa T 1 Y je pyHKOMja ase mpoMeHsmuse x u y: f(x,y) = zy;

o TeMmmneparypa Bazayxa y Tadyku ca KoopauHarama (z,y,z) je QyHKIUja TPU IPOMEHJLUBE I, Y, 2.

Axo je f(x,y) ¢yHrmmja nBejy nmpoMeHsbUMBUX nepuHucaHa 3a (x,y) € D, meH paduk je crym oaro-
Bapajyhux tauaka (z,y, f(x,y)) y Tpoanmensunonassom npoctopy. Osaj rpaduk je 0OMYHO HEKA TOBPII.

Ipumep 1. Ha coumm meso je rpadur ¢yusnuje z = /1 — 22 — 42 3a (z,y) ma pyry 22 + 32 < 1. To je
ropma noJychepa ca HeHTPOM y KOOPAUHATHOM IIOUETKY U HMOJIYIPEUYHUKOM 1
Ha coumu mecuo je rpa¢ur pynrmuje z = (z + y) sin(4 — 422) sin(9 — 9y?) 3a —1 < 2,y < 1.

z

Y ommreM ciaydajy, ako je f: D — R ¢ysrnmja n npomensuBux Ha ckymy D C R”, men pagur je
ckyn Tavara (o1,...,Tn, f(T1,...,20)), Tj. (a, f(a)) 32 a = (21,...,2,) € D. Y oBoM ciydajy rpapuk je
monckyn ckymna D x R, a o nexu y npocropy R,

IMomcernmo ce ma je pacrojame mameby rauaka A(aq,...,an) u B(bi,...,b,) y mpocropy R™ naro
(opmyIOM

d(A,B) = /(a1 — b1)2 + -+ + (an — by)?.

3a ¢yHEIUje BUIIEe TIPOMEH/BUBUX, JIMMEC U HENPEKUAHOCT Ce yBOE CJIWYHO KAO 3a (yHKIUje jenHe
IIPOMEHJBUBE.

Hera je f: D — R ¢ysrmmja va crkyny D C R™ u meka je a € D.

Popmanna gepuruyuja 1. Jumec lim f(x) je jemmar m axo 3a cBako € > 0 mocroju § > 0 TAKBO na BaKU
xXx—a

|f(x) —m| < e ranron je 0 < d(x,a) <.

Apyrum pewuma: Kan ce tauka x npubamwkasa Tadyku a, BpeqHoct Gpyurnuje f(x) ce npubnamkasa Bpe-
HOCTU M.




Popmanna gefunuyuja 2. Pyrruuja f je menpexugha y Tadurm a ako je lim f(x) = f(a).
X—a

Pyurmuja f je HempernaHa Ha CKymy D ako je HEOPEKWOTHA y CBAKO] TAYKM TOI CKYIIA.

Lpyrum pevuma: Pynrnmja f je HeOpeKUOHA aKO MaJie IPOMEHE MPOMEHJLUBUX Y3POKY]y MaJje MpPOMEHe
BpeIHOCTUA (PYHKIUjeE.

2. IMapuujanau n3BO M

IMocmarpajmo ¢pyurmujy f(z1,22,...,o,) WO n upomenmusux. Jakme, f : D — R, rme je D Heka
obnact y npocropy R". Heka je a € D Herka Tauka y OJOMEHY (yHKIH]E.

Hapuyujaanu useog GpyHEnUje f 0O EEHO] i-TOj NPOMEHLUBO] (Tj. x;) TPEACTaBHA U3BOJL (YHKIU]jE
f mocmarpane kKao ¢QyHKOHUje IO jenHO] MPOMEHJBUBO] T;, cMmarpajyhum ma cy cBe ocTaje HPOMEHJbUBE
¢uUKCHpaHe.

Popmanna gegunuyuja 3. Ilpsu uapuujasny useog GyHEnUje f IO 4-TO] IPOMEHJBMBO] Z; Y NATO] TadKU

a=(a,...,an) je

£ ) = O (o) = g L0100t 100) = fa )

- Oz h—0 B ’

aKO OBAa] JIUMEC TOCTOjU.

Apyrum pevuma: apuujamam ussoxn f, mpeacraBmba CTOmy pacta (wim nana) Gpynerumje f y 3aBUCHOCTH
Ol ’beHE i-T€ MPOMEHJbUBE.

Axo naprmjaman uzson f, (a) mocroju, Kazemo na je Gymrnuja f gufepenyujabuara Mo TPOMEHILUBO]
x; y raukn a. PyHKmUja je melpexugho gupepenyujabuana mo x; ako je fi (a) HempexnmHa GyHKIUja IO A.

Pynrnuja f je neupexugro gudepenyujobuara ako je HEIPEKUMIHO IU(GEPEHIUjabUIHa IO CBAKOj IIPO-
MEHJBUBO], U TO Yy YHYTPAIIHOCTU IEJIOT JOMEHA.

I'pagujeniu dpyurnuje f je BEKTOP
grad f(a) = (3, (@), ..., f;,(a)).
IIpeu gugepernyujan pynrnuje f y tadyrm a je
df(a) = 1, (@) + £, (@)dws + - + £, (a)da, = grad f(a) -,

rae je dr = (dxq,...,dz,). Ha mecHoj crpaHu ropme jeHAKOCTU je, HAPABHO, CKAJAPHU IPOU3BOJ BEK-
topa grad f(a) u dx.

Apyium pevuma: Nudepennujan df (a) npencrasma (GecKOHAUHO MaJly) IpOMeHy (GyHEKOUje [ IpU IOMe-

pajy Tauke a 3a OECKOHAYHO MaJu BEKTOp dT.

[Maprujanam U3BOAM TPEACTABHAjY M3BOLE (DYHKIUjE AYK KOOPAMHATHUX OCA Y MO3UTUBHOM CMEDY.
ITo amanormju, Moxe ce yBecTn m u3sog gymwxyuje f y cmepy gatior eexwiopa v:

O () _ i 11D~ J(2)

v B0 1]

Kaxro je f(a+ hv) = f((a)) + grad f(a) - v + o(h) kama h — 0, umamo

=

3]
Illephewe 1. VI3Bon y cMepy BekTopa U jelHaK je —f(a) = grad f(a) -

o6 |

Osaj uspa3s je majsehu rana sexropu grad f(a) u U/|0] umajy uctu cmep.

=

Apyrum pevuma: Pynarnuja HajOpske pacre y cMepy CBOT rpaaujeHTa (ako OH HUje 6)

Ipumep 2. Ilate cy ¢yusnuja f(z,y) = z?y, Tausa A(1,1) u sexrop 7 = (1,1).

(a) HMapumjanau u3Box f, HaIA3MMO PUKCUPAHEM ApyTre HPOMEHLUBE Yy (KAO ma je KOHCTAHTA):

fi = #£@Py) = £ (=%) -y = 20y, Comuno, f) = L (aPy) = a* - fL(y) = 2.



(6) Hoen rpamujent je grad f(z,y) = (2zy,2?). Y Taurkum A owm je jemmax grad f(A) = (2,1).
() Ilpsu mudepernujan je df = 2xy dx + 22 dy.
(r) W3Box y upasuy Bekropa U y Tauku A je

of
0

1 3
S=7

[Tapriujanuu n3Boau 3aM0BOJHABAjY MCTE pejalrje Kao U OOUYHU U3BOIU:

=

(A) = grad f(4) - = = (2,1) -

=

AN
(f+9)e, = foi + 92 (f9)e, = fr.9+ [0, (— = el = J9a
9/ 2, g
Wcnurajmo mra ce nmemana 3a ciaokeHe (yuruuje. Hera cy gi,...,¢g, HeIpekunHo nudpepeHununjadbmiiue
¢yuEUMje mo k NPOMEHILUBUX Z1,...,Tk. Ha Taj Hauua f(g1,...,Yg,) IPEeACTABHA CIOXKEHY QYHKIM]Y IO

r1,...,2TE. lIpeTmocraBuMo ma ce mpoMeHbUBa T; yBeha 3a h.

— Tana ce g; ysehasa 3a Ag,; = ag, -h+o(h) kama h — 0;
j i =

— IIpu Tome, f ce yBehasa 3a “Agi +o(h) =" oF 6—”~h+oh.
j= 169 J j=1 0g; Ox;

Iobujamo cuenehe Ttepbheme.

Mephewe 2. Ako cy ¢yurmuje f(gi,...,0n) 1 gi(21,...,2x) 3a 1 < i < n aupepennujabuiae, oHAA je
Z of agg
6301 6gJ é?acz
Pyurnuja [ Moxke ma Oyme 3a1arTa U UMIJIANATHO, j€IHAUYNHOM o6m/11«ca g(ycl7 ces Xy f) = 0. Y TOM
ciaydJajy, mpeTxonHo TBpheme 0 ciokeHO] ¢yHKIUjn HaM maje 0 = 88;’ = 611 + 37 881 , IITO HaM Jaje:
Iephewe 3. Axo je ¢pymrumja [ mMmaunuTHO 3anara jemHaduHoM ¢(r1,...,%,, f) = 0, oHmA Cy HeHH
mapIyjaJHu U3BOIU
w T gl T T agjof

IIpumep 3. Peanna ¢yuruuja z(z,y) je 3amara jennaromiy
flx,y,2) = 2" 40z —y=0.
Onpennrty maprujaiHe U3BOLE 2y U 2z, y Tadrn (z,y) = (1,2).

Pewewe. Crararo je fe 5 fy 1
==y W 2y = = .
I 322+ [ 322+

Mebyrtum, Bpennoct dpynrmuje z y tauku (1,2) mam muje nara. by ompebyjemo pemasamewm jen-
HAYUHE O 2!

242 -2=0,
tj. (2 —1)(2% + 2 + 2) = 0, onarse namazumo z = 2(1,2) = 1.

Hajsan, 3a (z,y,2) = (1,2,1) nobujamo z, = —i U zy = %.
3. IMapuujansau M3Boau BUIIEr pena

VHDyKTUBHO ce yBOIe mMapIlyjaJTHu U3BOAU Bumrer pena. Ha mpumep, Apyru mapuujaaHy u3BOI (yHK-

muje f IO HPOMEH/LMBUM Tj U T; je
0% f o (of
fg, g,J = 5. )

8Ii6$j 6$j 6.%1

UTMH.

Wcnocrasmpa ce ma MEmIOBUTH IapIWjaiHU M3BOAY BUIIEr Pela He 3aBUCE O penociena nudepeHnu-
pama, ToJ YCIOBOM na je pyHkmumja f HempekuaHo aupepeHImjabuina JoBObaH OpOj myTa:



IHllephewe 4. Aro je ¢pyuruumja f ABAIYT HENPEKUIHO AU(GEPEHINjaOUTHA, BaKU
11 11
fxixj = TiT;°

Cnuuno, ako je ¢pysEmuja f HenpekuaHO audepeHnujadbuisa k myTa, MEIMIOBATH TaPINjaJHA N3BO AN
k-Tor pena He 3aBUCE OX perociena Ou(epeHIpaba.

Tarobe ce nEAYKTUBHO yBOIE MU(EPEHIN]AIN BUIIET Peaa:
d'f =d(d"~"f),
rae dr; TpeTupaMo Kao KOHCTaHTe. Tako je

2 3
df = Zf;’ixjdxidacj, dBf = Z fg/c/i/xjxkdxidx]—dzk, uTH.
i,J i,J,k
Bumumo na je mudepennujan d* f momunrom cremena k mo dxi, ..., dz,.
Y ciayuaj HKIIA]€ IBE TPOMEHJbUBE, je THOCTABHOM WHIYKIIXjOM CE IMOKa3yje ma 3a OBe MudepeHIU-
yaa)y @y ) J YERIM] Y
jane Baxku (OpMyJia HAJUK HA OMHOMHY:

Hlephewe 5. Axo je [ = f(x,y), onma je
n
n o f Co
df = —————dzx" " dy’.
f ; (z) Oz~ 0y’ Y
rue ax#fayi O3HAYABA N-TU MAPIUjaTHU U3BOJ GyHENUje [ mobujeH aupepeHnmpameM n — § myTa
Mo * U ¢ mMyTa 1o Y.
IIpumep 4. Hahwu npsu u apyru mudpepenuujan pyurmuje f(z,y) = xe® Y.

Pewemwe. Taprujasau u3Boam IpBOT U APYTOT pena Ccy

fo(@,y) = (x + 1),
fy(a,y) = —xe™™Y,
Jaoz(z,y) = (x+2)e" 7Y,
foy(@,y) = fya(z,y) = —(x +1)e" Y,
fyy(z,y) = xe® Y.

IIpema Towme,
df (x,y) = (x + 1)e" Ydx — ze” Ydy

d?f(z,y) = (x +2)e” Vdr? — 2(x + 1) Ydaxdy + xe® Ydy?.
4. TadreHTHA paBaH ¥ HOPMAaJa Ha MOBPII

Jeman on HaumMHA Ha KOJU Ce MOBPII 0 y ZYZ-IPOCTOPY MOMKE 3a4aTH je eKCININIUTAH - Kao rpauk
Here ¢yurnuje z = z(z,y). IlocmarpajMo HeKy Tauky P(aco,yo,z(:co,yo)) Ha nospum 0. OuHa oxrosapa
rauku A(zg,y0) y xy-paBau. Ako ce tauka A nomepu y npasny z-oce 3a dz, Bpennoct z(A) nupomenulie ce
3a 2, (A)dz, Tako na hie ce Tauka P Ha IOBpIIM IOMEPUTH TAHTEHTHO Ha paBaH, 3a Bekrop (1,0,2(A))dz.
Cimuno, ako ce Tauka A momepu y npasiy y-oce 3a dy, Tauka P he ce momepuru 3a sextop (0, 1, z?;(A))dy
y TaHTeHTHOj paBHM. [Ipema ToMe, TAaHTeHTHa paBaH je paBaH Kpo3 Tauky P onpebena Bekropuma

o = (1,0,2,(4)) u o, =(0,1,2,(4)).

7
A
A




Cana Jako HaJa3UMO WM HOPMAJIy y Tadku P Ha MOBpHI, Tj. HAa OBY TAHTCHTHY pPaBaH:
— / !
i = 00 X 0y = (=2,(A), —2,(A),1).
Capma TaHreHTHa paBaH y Tadyku P uma jemHadwHy
!/ /
—25(A) - (= 20) — 2,(A) - (y — yo) + (2 — 20) = 0.
Crauuno mocTymaMo U ako HaM je TOBPII 0 3ajaTa UMIUIAMUTHO uiu napamerapcku. Cpe y cemy:
Illephewe 6. Hera je P rtauka Ha TJIATKOj MOBPIIN O, a 7l HOpMAJa HA MOBPII y Tauyku P.
o AKO je 0 mara eKCIUIMOUTHO, Tj. YCIOBOM z = z(z,y), MOoke ce yzetu 7l = (—zz(A), —z4(4),1);
o AKO je 0 maTa MMITUIUTHO, Tj. ycaoBoMm f(z,y, z) = 0, moxe ce yzeru 71 = (fy(P), f, (P) ’( ));
o Ako je o mara mapamerapcku, Tj. ycmosuma r = x(u,v), y = y(u,v) u z = z(u,v), Moxke ce
— = = = / / !/ = / / !/
Y3eTU 7l = Gy X Gy, THe Cy Oy = (T, Y, 20,) U Gy = (X}, Y0, 20).
Hajzamn, jemmaumna omrosapajyhe TaHreHTHE pABHU je
ng - (€ —x0) +ny - (Y —yo) + 1=+ (2 — 20) =0,
rzue je i = (ng, Ny, N>) BEKTOP HOpMAJE.

IIpumep 5. Hahnu TanrenTtny pasan Ha chepy z2 +y? + 22 = 1 y Taukn A(%, %, f%)

Peweme. Osne je f(x,y,2) =2% + 9>+ 22— 1.

Hopwmana y Tauku A je

= (f2(A), fy(A), f=(A)) = (22,2y,22) = (3,3, —3)-
Tanrentna pasan je - (z—3)+3-(y—32)—3-(2+2)=0, 1j.

r+2y—22—-3=0.
5. TejimopoB moJmHOM

Hera je f(x1,22,...,x,) HEIpEKNIHO mudpepenujabunna Gpyuruujau A = (a1, as,...,a,) Ta4Ka yHyTAD
meHor nomeHa. Ako Ham je Bpemuoct f(A) mosnara, a tpe6a nam Bpenaoct f(X) y HEKOj 0OIMKE0] TAUKN
X = (z1,...,2,), upuponno hiemo nokymaTu na je npoueHuMo auueapuo. OBaKBy NPOLEHY Aaje HaM IPBU
mudepeHnurjat GyHKIIje:

df(A) = fo, (A)dar +--- + f1, (A)da,.

To y cTtBapm 3Hauu na je

FX) = Ti(X) = f(A) + f2,(A) - (21 —a1) + fr,(A) - (z2 — az) + -+ fr (A) - (zn — an),
npu demy he oxcryname GUTH Cpa3MeEpHO MAJO y OJHOCY Ha pacrtojame d(X, A).

OBako je ¢yurmumja f amporcuMmmpana jJuHeapHOM ¢yHEHujoM 717, Ipu YeMy ce BPEIHOCTU U IIPBU
nudepernujann Gpyurnuja f u 1) y Taukm A, a caMuM TUM ¥ CBU M3BOIY IPBOT pela, mokiaanajy. I papuk
¢yuruuje T je ynmpaBo TaHreHTHa paBaH Ha nospur onpebeny dynrmujom f.

IITo je Tauka X Oawmwka rauku A, oBa anpokcumanuja ouhe taunuja. Vmak, oo mam yecto nehe ouru

HOOBOJHO. 3arTo hemo, Kao U y ciaydajy QyHKOUja jefHe IPOMEHJbUBE, OOJbEe YUMHUTHU AIIPOKCUMAI]jOM
¢yHEIUje [ MONMHOMOM BUIIEr CTEIeHA.

Illejnopoe uoaunom maje jemmy MOTYNHOCT 3a TakBy ampokcuManujy. Kao m kox (yHKRuuMja jenHe
MIPOMEHJBUBE, TO j€& MOJUHOM
Ti(x1, 22, ..., Tyn)
creneHa k 4yuja ce M BPEOHOCT UM CBU M3BOAU A0 Kk-TOT penxa MOKJAajy ca oAarosapajyhmm BpemHocTmMA

3a GyHEIU]y [ - HAPABHO, HOJ IPETIOCTABKOM na je ¢pyHkuuja f HenmperkuaHo mudepenuujabunnaa k myra.

IHlephewe 7. Tejnopos moauuoMm crenena k 3a ¢yurnujy f y okomunu tauke A = (ai,as,...,a,) ce MOKe
3ammcaT Kao

Ti(X) = f(A) +df(A) + 5 F(A) + -+ o (4),

rae je X = (x1,...,T,) U THe HAKOH pa3Boja ,audepennujana’ 3amemyjemMo dr; ca T; — a;.



Huje Temrko BmmeTrw ma oBaj MOJIMHOM MMa CBOjCTBO Koje HaM Tpeba, Kao W Oa je TO jeAuHU TaKaB
nosmaoM. CaMuM TUM, OH UMa CBOjCTBO na je

f(X) =Ti(X) +o(h*) xama h—0, rmeje h=d(X,A).

Apyrum pevuma: Tejmopos nmoaunuoMm crenena k je ,Hajraunuja moryha” anporcumanuja ¢pyHkuuje f mosm-
HOMOM k-TOr CTeleHa y OKOJIMHU Tauke A.

Y cay4ajy QyHKIUja ABejy IPOMEHJPMBUX OBaj M3pa3 monpuMma ciegehu obiamk:
Hlephewe 8. Tejnopos nonunom crenena n pyuruuje f(x,y) y okoausu tauke (a,b) je
Tk(xa y) = f(aa b) + f;(av b)-(ac—a) + fgl/(av b)'(y_b)
1
+ o7 (fra(a,b)-(z—a)® + 27, (a,0)-(z—a) (y=b) + fy,(a,b)-(y—b)?)

2!
R

1 < (n\ oO"f o .
Py (7)ot~

IIpumep 6. Hahu Tejmopos monuuoMm crenena 2 3a ¢pyuruujy f(x,y) = /1+z+ay y okonuuu taure (0,0).

Pewewe. Umamo

! ]‘+y fli x
oo/ I+a+ay Y 2y/I+z+ay
n
f” — (1+y)2 fll . 2+x+$y f” — x2

41 +x +xy)3/2" T 41+ x + ay)3/2]

Y raurn (z,y) = (0,0) je
! !/ 1/
f;c:§) fyzoa :C:C:_Z7 ;cy:2a yyzo
Tako mobujamo TejmopoB moIMHOM

1 1 1
To(z,y) =1+ 2%~ ng + 2%Y-

6. Tauke ekcTpeMmyMa

ITpernocTaBuMO na HENPEKUAHO nudpepennujabunna Qyarmmja f (21, Ta,. .., T,) DOCTUKE CBOj JOKAJIHU
eKkcTpeMyM (MUHUMYM niau MakcumyM) y tauku A = (ay,...,a,). Tana je A taura ekcTpemyM™Ma U IO
CBaKO] IPOMEHJ/LUBO], IMITO 3HAYUM Ja Cy CBU IPBU MAapUUjaJHU U3BOAM (DYHEOUje f jeIHAKU HYJIU:

) 0
a_i(A):...:a_gi(A)zo, tj. grad f(A) =0. (5.1)

Taure A koje nmajy csojctBo (5.1) 30By ce cillayuonaphe Wake.

[pyeum pevuma: Aro je f(r,y) PyHKIMja mO ABE TMPOMEHJLUBE, H€HE CTANMOHADHE TAUKe Cy TadKe y
KOjUMa je TAHMeHTHA paBaH XOPU3OHTAJHA.

IIpema Towme:
IHlsphewe 9. Taura y K0joj GpyHKIM]a [ TOCTURE JIOKAJIHU €KCTPEMYyM MO:Ke OUTH

(1°) mena cTanmMOHADHA TAYKa, WU
(2°) rauka y K0joj QpyHKUUja [ HUje HENPEKUAHO mUdepeHnrjabuIHa.

C mpyre crpase, He MOpa CBaKa CTAIMOHADHA TAUYKa OUTU TAYKA €KCTPEMYMA.

IIpumep 7. Ha cauuy je npurasan rpadur Gpyurnuje f(z,y) = x+y7%z3f4y2. 3amaskaMo IBe CTAINOHADHE

rauke, (+1, %), KojuMa oarosapajy tauke P u ) Ha rpadury. Taura P je Tauka JOKAJIHOT MaKCU-
MyMa (aau He U rIobaNHOr), HOK Tayka () HUje TAauka JOKAJHOT eKcTpeMyMa (y HeKMM CMepOBUMA

pacre, y IpyruM OIana).
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Wcnurajmo mox kojuM ycaoBrMa je cTanmoHapHa Tauyka A rTaura jgokraaHor ekcrpemyma. [lomncermmo
ce na je, 3a X y okouuuu tauke A, kana dv = (dxy,...,dx,): =X — A =0, (ldz[?)
o(|dx

F(A+dz) = +M+ 2'd2 ) ~ f(A) + %de(A).

Ilakne, kKjbydJaH HAM je 3HAK dJIaHA

)+ (s

Cf(A) = > [l (A) d; - day,

4,j=1

KOjU je XOMOT€H KBaAPATHU MOJUHOM IO BeauuuHama dxy, . . . ,dr,. Kakemo ma je Taj KBaapaTHU MOJIUHOM
o Uosuitiuero gedunuitian axo je d*f(A) > 0 3a cBaku n36op pemuuuna dry, .. .,dT, Koje HUCY CBe HyJa;
o melaliueno gedunuiian axo je df(A) < 0 3a cearku uzbop BesuuuHa dr1, . .., dT, Koje HUCY CBe HyJA.

Bunumo cuenehe:
Iephewe 10. Hexra je ¢pyurumja f(r1,...,x,) HEOPEKUIHO qudepeHnnjabuana y Tausn A.

o ako je d?f(A) mosuTuBHO meduUHUTAH, OHAA je A TAUKA A0KAAHOT MUNUMYMGE
o ako je d?f(A) meratusHO meduHUTAH, OHAA je A Tauka A0KAAMOT MAKCUMYMA;

o ako d?f(A) Mema 3HaK, Tj. aKO MOe OUTU U MO3UTUBHO U HETATUBHO y 3aBUCHOCTH OX U360pa
dzy,...,dz,, oEma A Huje TAYKA JOKAJHOT e€KCTpeMyMa (yHKmuje f.

Heramuuje hemo ucnuratu cayuaj ase npomensmuse. Jlakie, Heka je f(x,y) HenperumHo nudepes-
nujabunna pyurnmja u A(zg,yo) Tauka y mEeHOM qoMeHy. Tana je

d’f(A) = E - dz® 4 2F - dazdy + G - dy?,

rme cy

E= fox(A),  F=[fay(A),  G= fyy(A). (5.2)
JluckpummHanTa KBaapaTHor noaunoMma d2f(A) je 4A, rae je
A=G?—

3uamo ma je d?f(A) mosutusno medumuTHO ako je A < 0 u E > 0, a HeraTuBHO AeGUHUTHO ako je A < 0
u F < 0. Tako momazumo mo caeneher kpurepujyma.

Ilephewe 11. Hera je A cranmonapHa Tauka HENpPeKUAHO mudpepennujabunne Gpyuruuje f(x,y). Beauuune
E,F,G u A cy nepunucane xao y (5.2).

o ako je A< Owu E >0, ouna je A tauka 10KaAn0T Munumyma GyHKITjE f;
o arko je A< Owu E <0, ouna je A tauka 10kasH0T Maxcumyma GyHrIuje f;

o ako je A >0, orna A Huje Tayka JOKAJIHOr €KCTpeMyMa (yHKuuje f.

IIpumep 8. Halim Taure JOKaJIHUX eKCTpeMyMa (yHKIUje

f(:L‘,y):l‘Qy(].*l‘*y), 0<LL‘,y<1.



Pewewe. VImamo

fo=ay2—3z—2y) m [, =2"(1—z—2y).
Jenumo pememe cucrema jemmaunna f, = f, =0, Tj. jemuna cramonapma Tauka, je (z,y) = (1,0,

Y oBOj Tauyku je

E= alzla: = 2y(1 —3x — y) = 73/8a
F=fl,=22-3r—-4y) = -1/4.
G=fp= —2z? =-1/2.

Cana je 1
Aifg n E<O,

mMTO 3HAYM 1A je (%, %) TauKa JOKAJHOT MAKCHUMYMA.

Y ,rpamuunom” ciayuajy, kana je A = 0, morpebHo je ucnuraru ussone Bumer pena (tpeher, yeTsp-
TOT, UTA.) TOIITO HAM M3BOAU APYTOT Pena He Aajy TOBOJLHO MH(YOPMALN]A.

Ipumep 9. (a) Hocmarpajmo pymrmajy f(z,y) = 2* + y*.

Hena jenuna cramuonapua tauka je A(0,0). Y Toj tauku je df(A) = 0, amu je takobe d’f(A) =
d3f(A) = 0.
Unaxk, A je tauka soraaHor MunuMyma ¢Gyurmuje f jep je

d*f(A) = 24(dz* + dy*)

CTPOTO HO3UTHUBHO Kan ron dr m dy Hucy oba HyJIe.

(6) Mocmatpajmo cana dynrmujy f(z,y) = 2° + y3.

Kao u y nperxomuowm cayuajy, mena jemuna cranuonapsa rtauka je A(0,0). Y Toj Trauku je df (A) =
d’f(A) =0, amu A Huje TauKa JOKAJHOT eKCTPeMyMa jep

a3 f(A) = 6(da® + dy®)

MOXEe Oa 6yzLe 1 IIO3UTUBHO M HEr'aTUBHO.

7. 3amanm

10.

11.
12.

. Ompenutu npse u Apyre napuujangne ussone $pyurmuje z(z,y) = ¥ - y2.

. Hara je ¢pymrmuja f(x,y) = v2u — v, rae je u = 2°y* m v = 2x+y. Onpemurn f, u f, (a) mupexTHO;

(6) kopumhiemeM MpaBuIa O TAPIM]AJTHUM U3BOIMMA CIOMkEHe QYHKIMje (1 yBEPUTHU Ce Na je UCTh
pesyarar).

2
Hexa je f mudpepennujabumna pymrrmmja u 2(v,y) = f(Inz—Iny). Jlokasaru na Bamu vz), +yz, = 2.

z2z
z+y+z°

Hahwu upsu qudepennujan pyuruuje f(x,y,z) =

. Hahu npyru mudepenmujan pynrmuje f(x,y) = e sinw cosy.

Heka je x = v + v, y = u+v> u 2 = u +v. Hoszmaro je ma je 2(3,9) = 3. Ompemutn ussox 2, y
raurn (z,y) = (3,9).

OxpenuTu TAHIEHTHY PABAH U BEKTOD HOpMaJe Ha MOBPII AATy jeaHaduwHoM z = zy 3a (x,y) = (3,1).

OnpeanTy TAaHFEHTHY PaBaH U BEKTOP HOPMAJe Ha MOBPII ATy jemHadumsoM z° +y3 + 23 +4ayz = 0
y Ttaukn (2,1,—1).

OfpenuTu TaHTEHTHY paBaH Ha MOBPII 7 AaTy mapamerapcku: (z,y,2) = (u + 0%, u? +v3,u +v) y
TAYKM y KOjoj je u = v = 1.

Ha moBpmu naToj jemmaumuoM xy + 22 = 1 malin Tauky y K0joj je TAHreHTHA paBaH HOPMAJHA HAa
IpaBy & =Y = .

OnpemuTu Tadky y KOjoj TaHTe€HTHA paBad Ha TOBPI 2z = 2 +y? caapsxu Tauxe A(1,0,0) n B(0,2,0).

Hahwu Tejnopos nomuuom pena 2 3a ¢yurunjy f(z,y) = y rauku (z,y) = (1,1).

1
2z+y+xy



13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

. UsBon 2! mobujamo axo ¢urcupamo y: 2z, = z¥~ly3.

Hahwu Magnopenos nosmuoMm pena 3 3a ¢yurnujy f(z,y) = (1 + 22 + 2y?)e=v.

Hahu Maxksnopenos nonuuoMm pena 3 3a ¢pyHEuujy y(2) AMIIIMOUTHO AATY jeJHAUUHOM Y +siny = 2.
Hahu Maknopenos nonuaoMm pena 2 3a Gpyurnujy z(z,y) mary jenHadunom e + xz =y + 1.

Hahwu Tauke mokammux ekcrpemyMma dynrmuaje f(z,y) = 2% + 22y + v — 6z — Ty.

v+ 24 —, xy # 0.

Hahwu raure nokamxuux ekcrpemyma ¢yuarnuje f(x,y

) =
(z,y) =

Hahwu rauke mokammux exctpemyma ¢pynrmuje f(z,y) = cosx + cosy — cos(z + ) 3a z,y € (0, 2m).
(z,y) =

z+y+1

a2yl

Hahwu rauke norkannux exkcrpemyma ¢yurmuje f(x,y

. Pemema

. o 2.9 — ’ 4;cy —2 422 . 4xty—1
. (a) Homro je f(x,y) = /22%y? — 2z —y, caeqn f, = QW QW

day?—2
w%&=%-%+ﬂ-%=gﬁ%f2W'+wmﬂ'”: »

2./252y2 —2z—y’
fI:fl'Ul+fl'Ul: 2 .92 + _ Axty—1
Y u Y v Y 2V/2u—v y 2\/2u77j 24/222y2 —2x— y

3. 3a z; IO TPAaBUIIy IPOU3BOLA HOOMjaMO

z, = %—xyy ~y2+:cy~%:) = 2%y (ylnx + 2).

Omasne mame mo6mjaMo 2z, = ¥ 2y%(y — 1), zuy = 2ye = 2V Y2 (yIne + 3) u 2., = 2¥(y*In’z +
dylnzx + 2).

Nmano 2, = f(Inz—Iny)+zf(Inz—Iny): =2f(Inz—Iny) n Zy = :Ef(ln:cflny)(fi) =—+f(nz—Iny),
na je xz, +yz, =2xf —vf =zf = 2.

. . Cw?s 20 .
. Kaxo je f. =% ((xx:-;}r;:)% )7 = z+Z+z u fl = (gﬂ;+(—;j:g))27 cienu na je
rz(x + 2y + 22)dx — 222 dy + 22 (x + y)dy
df = fld 'd 'dz = .
P S e F EESEE
. Jlako Hasa3umo

[ =" Y(sinz + cosx)cosy, f, ="V sina(cosy —siny)

u ogaTiie

1"

" "o eery(

oy sinz + cosx)(cosy —siny), f! = —2e"TYsinxsiny.

_ Tty
= 2e COS T CoSY, uy

[pema tome, d*f = f dx®+2f" ydxdy+f, dy = 2eY[cos x cos ydx? + (sin 2+cos x)(cos y—sin y)dzdy —
sin x sin ydy?].

Ompemumo npso u 1 v ako je (x,y,2) = (3,9,3). Uz w3 +v =u+v = 3 cremn v® —u = 0, Tj.
u € {-1,0,1}. IIposepom nobujamo u =1 um v = 2.

Ako mocMaTpaMo T, Y U z Kao (YHKIUje 0 % U ¥, BULIUMO Aa Cy HBUXOBU IudepeHnumjanu dr =
3udu+dv, dy = du+ 3v%dv u dz = du +dv. U3 HpBe Ase je,Z[HaLII/IHe pemaBameM cucTeMa aobumjaMo

3v2dz— dy _ 3u2dy7d:v : _ _ 3v2—1
du = Gz ndv = G551, naje dz = dutdv = g 2U2 ldx—i—g u = oot 1

3a (u,v) = (1,2) je z, z%

= 1cly ITpema Towme, 2!

3a mare ¥ u y, BekTop HOpMawe je il = (—z;, —2,,1) = (~y,—x,1) = (=1,-3,1). Karo je 2(3,1) = 3,
omrosapajyha rauka na nospmmu je (3,1,3), a TanenTHa paBan y 10j je —1(x—3)—3(y—1)+1(z—3) =
0, tj. —x—3y+ 2z =—3.

Oszmaunmo f(x,y,2) = 23 +y> + 23+ doyz. Tana je i = (fu, fy, f) = (32 +4yz, 3y> + 422, 322 + 4ay).
3a (z,y,2) = (2,1,—1), Bekrop mHopmase je @ = (8, —5,11). Taurenrna pasau je 8z — Sy + 11z =
8:-2—-5-1+11(-1)=0.

Sau=v=1je (z,y,2) = (2,2,2).

Y oBoj Tauku umamo T, = (1,2u,3u?) = (1,2,3) u 7, = (20,3v%,1) = (2,3,1), na je i = T, X T =
(—7,5,—1). Tanrenrna pasaH je —7(x —2)+5(y—2) — (¢ —2) =0, 1j. =Tz +5y—2z+6=0.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Ako osmaummo f(r,y,z) = vy + 22 — 1, HOpMAaJa y TPOU3BOJLHOj TAUKU (T,%,2) HA TOBPUIA je fi =

(fz: fys £1) = (y,7,22). Tlo ycmoBy 3amaTka, oBaj BeKTOD je konmmeapan ¢ sexropoMm (1,1,1), ma je

y =2 = 2z. 3ameHoM y jemHaumny xy + 22 = 1 gobujamo 522 =1, 1j. 2 = j:%, umMe mobujaMo IBa

pemewa: (z,y,z) = (%, %, \/ig) wiu (—\/ig, —%, —%)

3a (z,y) = (a,b) je i1 = (=23, —2y,1) = (—2a,—2b,1), a Tanrentna pasan je —2a(xr —a) —2b(y —b) +

(z —a%? —b?) =0, 1j. —2azx —2by + 2z + (a®> +b?) = 0. Yepmhusamem Tauaka A u B y jenmauuny

pasru mobujamo a? + b = 2a u a? + b? = 4b, a omasne je a = 2b u 5b% = 4b, Tj. (a,b) = (0,0) nmm
8 4

(a,b) = (%, %) Iakne, moctoje mBe Tpaxene rauke: (0,0,0) n (%, %, %)

Umamo f(1,1) = 1. Hamwe, napuujannu ussonu y tausu A(1,1) cy

f/__yiﬁ__i fl=——=tl _ —_1
r = (zyt+2z+y)? T 16° vy (ayf2aty)? T8
no__2w+2)? 9 o xy+2zty+4 1 no_ _2@+D)* 1
zx — (zy+2z+y)d T 327 zy = (zy+2z+y)d T 8 Yy — (zy+2z+y)d T 8"

Crnemn na je Tejnopos momunom To(z,y) = 1 — 2 (2—1)— 2 (y—1)+ & (z—1)*+ L (z—1)(y—1)+ & (y—1)2.

Osne hemo passutu ¢ysrnujy e~ *Y y MakmopeHOB pel kao gynrkyujy jegre upomennsuse, a IOTOM
nobujenn mosuuoM noMuoxkutH ca 1+ 2% 4 2y?. Hanme, snamo na je ef =1+t + 32 + O(t?), na 3a
t = —xy mobujamo 1

e W=1—-zy+ §$2y2+---= 1—zy+ R(x,y),
rae cy csu cabupmu y R(z,y) crenena 6ap 4. Omasze je f(z,y) = (1+ 22 +2y?)(1 — 2y + R(z,y)) =
1+ 2% +2y?> — 2y + S(z,y), rae cy csu cabupmu y S(z,y) crenena Gap 4.

[Ipema Tome, Tpaxkenn Makmopenos nosmuoM je T3(x,y) = 1 + 2% — zy + 2y°.

Jacno je ma je y(0) = 0. Osmauumo f(x,y) =y +siny — 2z. Umamo y' =y, = f% = ﬁ Iame
y
aupepeHnupamMo y’ Kao CIOKEeHY (OyHKIU]Y:
n_ 9 2 _ 2siny o 4siny
Y = oz 1+cosy | = (1+4cosy)? vy = (14cosy)3
m _ 9. 4siny _ 4(3—2cosy) s _ 8(3—2cosy)
Y = oz (I4+cosy)3 ) = (1+cosy)3 y = (14+cosy)* -

_ 1

yTaun«clxlac:Ojey’:17y”:OI,Iy///_57 3

na je Mariopenos nouuuom T3(z) = + 5.

—Zz

Bax=y=0jee* =1, 1j. 2=0. Osnaunmo f(x,y,z) =e*+az—y—1=0. Tazna je z;:—%z

e*+x
n z; = —% = ﬁ Nmajyhu y Buny oBe uzpase, mname mobujamo
s 0 (== \_ —zl (e + ) + z(e®zl + 1) _ 2z(e* +x) — 2%e?
T Jr \e*tux (e* + x)? (e* +z)3

Cuanuno je

” 0 1 _ —efzl — 1 _ (z—1)e* —x S 9 1 =€z, —¢F
e*+ (e* +x)? (e* +x)3 YU gy \e*

" T 9z

@ FaP (@ tap

3 A !’ " __ " __ "o __
Y raurn (0,0) nobujamo 2z, = 0, z, = 1, 27/, =0, 27/, = —1 u z;, = —1. Ilpema Tome, TpaskeHu

Maksnopenos monuuoM je Th(x,y) =y — ay — %yQ.

Mvavo f, = 2c+2y —6 u f, =22+ 3y> —7. Axo je f, = f, =0, ouna je y =3 -z u f, =
322 — 162+ 20 = 0, onaxue je z € {2, %} IIpema Tome, jenmue cranmonapue tauke (z,y) cy Mq(2,1)

n Mg(%o,—%).
Hame, momro je B = f! =2, F=f! =2, G=f; =6yunu A= F? — EG = 4(1 — 3y), nobujamo

A <0y rauku M7 u A > 0 y rauku My, wro 3uaun ga je M; Tadka JIOKAJIHOD eKcTpemyMa (1 TO
MuHUMYyMa jep je E > 0), mox My To Huje.

Cranuonapse Tauyke HaJIa3MMO pemasamem cucrema f, =1— 2 =0n fg'/ = % — y% = 0: mobmjamo
— 2 1,2 _ 1.4 : 3 _ : _ _ : "o 2y "o 1

y=x"mx=gy =gz, najes’ =8, 1j. v =2mnonarne y =4. Hame je f, = 35, [, = — 7=,
/o _ 16 _ _ 1 32 _ 3 : " —

wy = 3 masa (z,y) = (2,4) maamo A = 5 — 5% = — 5 < 0. Kaxo je f, >0, rauka (z,y) = (2,4)

je Tauka JOKAJHOT MUHUMYMA.
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18.

19.

[psu naprwmjanau ussomu cy f, = sin(z +y) —sinz = 2sin § cos(z + %) u f;, = sin(z + y) —siny =
2sin § cos(y + 3). Heka je f, = f, =0, 1j. sinz = siny = sin(x + y).

(i) Axo je y = x, onnma u3 fx_QSln—COS——O(36OFSIH—750330<I<27T) cnem z € {§, 7, 2F
(ii) Ocraje cayuaj y =7 —z. Tama us f; = f, =0 cnemu sinz = siny = 0, ma je x = y = 7 - Tauka

KOjy cMo Beh mamim.

llpyru maprwmjammu uzsomu ¢ymrnuje f cy fp, = cos(z +y) — cosz, fi\ = cos(z +y) m f =
cos(z +y) —cosy. 3a (z,y) = (%,%) nm (3, %F) ouhe A = (%)2—(—1)(—1)2——<01/If <0, ma
OBJle UMaMO JIOKAJTHU MakcuMmyM. 3a (z,y) = (m,7) je A=12-2.2=-3<0u f/ >0, na opne

MaMO JIOKQJIHV MWUHWIMYM.

IIpBu u npyru napuujainu U3BOAU CY

f/ _ y —zy—z+1 f/ _ z? —zy—y+1
(;c2+y +1)3/27 (;c2+y +1)3/27
"o 222 (y+1)—(3z+y+1) (y>+1) v —z+2z%y+2xy? —yP+3zy—z—y o 2y (z+1)—By+a+1)(2? +1)

xrx (a;2+y2+1)5/2 bl xy (12+y2+1)0/2 bl yy (12+y2+1) 5/2
Axo je fi = f, =0, onma je 22 + > +1—z(x+y+1) =22+ +1—-ylz+y+1), na K&KO je
22+ 9% +1+#0, vopa 6utn * = y u omarmne (x,y) = (1,1). Y osoj raukn je f = vy = 3\/— <0,
vy = ﬁ u A= —% <0, mro 3HAYK Aa je TO TauKa JOKAJHOT MAKCHUMyMa.
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